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1 Ondas electromagnéticas en el vacio

La 6ptica electromagnética estudia el comportamiento de la luz, considerando ésta
como un ente de cardcter ondulatorio. Para tal fin serd necesario introducir algunos
conceptos asociados a las ondas electromagnéticas, objeto de este capitulo. Se realizard
un breve repaso de las ecuaciones de Maxwell, describiremos la forma més general de una
onda electromagnética, entendida como una onda arménica plana, asi como su forma
compleja, . Se revisardan conceptos tales como frente de ondas, vector y longitud de
onda, velocidad de fase y de grupo,... Estudiaremos también el caracter transversal
de las ondas electromagnéticas, y el fenémeno asociado de la polarizacién. Por ltimo
describiremos en este capitulo la energia que transporta una onda en términos del vector
de Poynting.

1.1. Planteamiento

En esta seccién repasaremos algunas cuestiones de electromagnetismo.

La 6ptica electromagnética parte de identificar la luz como fenémeno electromagnético.
En consecuencia la luz estd gobernada por las ecuaciones de Maxwell. Las ecuaciones de
Maxwell microscépicas (en el vacio) son:

V-E = £ (1.1)
€0
V-B = 0 (1.2)
0B
E = —— 1.
VA = (1.3)
1 OE
— B = j — 1.4
MOV/\ J+eo ot ( )

Estas ecuaciones diferenciales parciales vectoriales involucran materia (a través de j y
p) vy campos (E,B). Ademés de estas ecuaciones necesitaremos una que nos dé la fuerza
que ejercen los campos sobre las cargas

dr
F=¢q(E+—AB 1.5
o(E+ 5 nB) (15)
Con este bagaje podemos estudiar la propagacion de la luz en la materia. La luz es
una solucién de las ecuaciones de Maxwell en forma de onda electromagnética. Es decir!
campos E (r,t) y B(r,t) acoplados y con forma de onda vectorial (un tipo especial

'El vector E se llama, campo eléctrico y el vector B recibe el nombre de induccidn magnética.



1 Ondas electromagnéticas en el vacio

de dependencia espaciotemporal). El siguiente esquema resume la interconexién de los
fenémenos electromagnéticos con la dinamica de las cargas y corrientes:

p7j — E,B

{F} - p/aj/
_ E/, B/
—_—

Cargas y densidades de corriente no estacionarias generan campos (luz) variables en el
tiempo (ondas que se propagaran en el vacio) que a su vez actuardn sobre otras cargas
y corrientes mediante una fuerza. La aceleracién inducida en estas tltimas dara lugar a
nuevas ondas que se superpondran con las incidentes, etc.

Todo el proceso (generacién, propagacién, deteccién) estard sujeto a las ecuaciones de
Maxwell. El primer gran problema al que nos vamos a enfrentar serd el de la propagacién
en la materia. En primer lugar hablaremos de las ondas electromagnéticas en el vacio y
después pasaremos al problema més complicado de su propagacién en la materia.

1.2. Ondas electromagnéticas en el vacio

En el vacio no hay ni cargas ni corrientes: p = 0 y j = 0. Las ondas electromagnéticas
obtenidas seran una solucién particular de las ecuaciones de Maxwell. Si combinamos la
tercera ecuacion con la cuarta, podremos llegar a la siguiente expresion

VE=—-—— 1.6
E (1.6)

una ecuacién de ondas vectorial donde el parametro ¢ (velocidad de la luz) vale

1
Voo

Entre las soluciones particulares que se pueden encontrar a la ecuacién estan las que
estudiamos a continuacién.

CcC =

1.2.1. Ondas armdnicas

Las ondas armoénicas (también llamadas monocromdticas) tienen, por definicién, la
forma

E,(r,t) = Ay (r)cos(wt— gy (r))
E,(r,t) = Ay (r)cos(wt—gy(r))
E,(r,t) = A,(r)cos(wt—g,(r))

Una onda arménica es una solucién particular que tiene toda la dependencia temporal
en coswt. Las otras funciones (A4;, g;) son funciones de punto, pero no del tiempo. La

2 Optica electromagnética - 1.1.0




1.2 Ondas electromagnéticas en el vacio

(http://fig.alqua.org)

Figura 1.1: Espectro electromagnético - parte visible (IR-UV).

frecuencia angular se relaciona con la frecuencia y con el periodo de la onda segin

Las A;, Ay, A, son las amplitudes de cada una de las componentes de la onda. El argu-
mento del coseno es lo que se llama fase de la onda. Por la naturaleza de su dependencia
temporal, esta onda se extiende en el tiempo desde —oo a oo; si restringimos su duracién,
ya no se puede considerar armoénica ni tiene la expresiéon expuesta.

Las ondas arménicas constituyen una base de funciones para las ondas: a partir de
ellas se puede construir cualquier onda por superposicién de Fourier. La clasificacion de
las ondas en funcion de las frecuencias de las ondas arménicas que contienen constituye
el espectro electromagnético. Dentro de él, la luz visible es una onda en el rango de
frecuencias (figura 1.1)

4x10"Hz <v< 75x10"Hz2
IR <v< UV

Este tipo de ondas es el que estimula nuestro sistema visual. Aquellas cuyas frecuen-
cias no pertenecen a este rango no provocan sensacién visual pero se comportan muy
similarmente. Las ondas armonicas se llaman también monocromaticas porque provocan
sensacién de un color definido.

Las ondas armonicas permiten introducir una herramienta muy util: la representacion
compleja. Esta expresion es util para no arrastrar cosenos y senos por los calculos. De
modo que solamente para simplificar los cdlculos se escribe el coseno como la parte real
de una exponencial compleja, funcién que tiene la ventaja de que su derivada es ella
misma.

e = cosa +isina

Reescribamos nuestras relaciones
E, =% {Ax (r) e“g’”(r)e_m}

usaremos el convenio (indiferente: el coseno es par) de poner la propagacién en e~ ™!,

es decir, con el signo menos en el exponente’. En todo lo que sigue prescindiremos

2Observacién a tener en cuenta cuando se acuda a la bibliograffa.

http://alqua.org/libredoc/OE 3
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1 Ondas electromagnéticas en el vacio

de escribir R {...} y se habrd de entender que las amplitudes E (r,t) y Eq(r,t) son
vectores complejos, de los cuales sdlo la parte real tiene significado (puede ser medida
en laboratorio). La expresion de la onda queda, pues

E(r,t) = Ey(r)e ™!

Pero no siempre se puede utilizar: si bien para sumas, integrales, derivadas... la re-
presentacién compleja es legitima (porque la parte real de la suma es la suma de las
partes reales), para efectuar el producto de dos ondas arménicas ya no vale. Moraleja:
cuando hagamos operaciones lineales y sélo entonces podremos utilizar la representacién
compleja.

1.2.2. Frentes de onda

Para el resto del curso admitiremos que

gz (r) = gy (r) = gz (r) = g (v)

Ahora todas las componentes tienen la misma fase, con lo que la fase de la onda armodnica
queda
faseoq (r,t) = wt — g (r)

Para un tiempo fijo g un frente de ondas es el conjunto de puntos del espacio donde la
onda tiene la misma fase.

wtp—g(r) = cte
g(r)—wtg—cte = 0

Esta es la ecuacién de un sistema de superficies (variando la constante)®. Si ahora per-
mitimos la variacién del tiempo concluiremos que los frentes de ondas cambian con el
tiempo:

g (r) + cte = wty

Los frentes de onda se propagan (ver figura 1.2), lo mismo que se propaga la perturbacion,
en el espacio y en el tiempo.

1.2.3. Ondas planas

Para un instante dado, las ondas planas son aquellas para las cuales el campo eléctrico
toma el mismo valor sobre superficies que son planos. Es decir, para ¢t = tg se cumple
que

E(r,tg) =cte = rell

donde II es un plano. La ecuacién de los planos de vector director k = (a,b,c) es
ar + by + cz = d, es decir, k-r = d (ver figura 1.3). Esta definicién permite que la

3Por ejemplo, F (r) = cte con F (r) = + y? + 22 es la ecuacién de una foliacién del espacio por esferas
de radio v/cte.

4 Optica electromagnética - 1.1.0




1.2 Ondas electromagnéticas en el vacio

Figura 1.2: Frentes de onda para dos tiempos distintos.

A
g7
/ /‘/
/7
2/

e

4
\x!‘

Figura 1.3: Plano de fase (frente de ondas) y vector k para una onda plana. Explicacién de la
dependencia sélo en k- r.

dependencia espacial de la onda se pueda escribir mediante un producto escalar por un
vector constante: la onda no depende de r sino de su proyeccién sobre la direccion de
propagacion, ortogonal a los planos. Al vector constante k se le llama vector de ondas.

E=Ek-r,t)

Estas ondas no son de gran utilidad por si solas si no se combinan con las ondas armé-
nicas.

1.2.4. Ondas armédnicas planas

Si tanto la dependencia armonica temporal como la dependencia espacial en forma
de onda plana son impuestas a la ecuacion de ondas vectorial 1.6 las ondas armonicas
planas se ven obligadas a adoptar esta expresién:

E(r,t) = Eye'k v
B(I‘,t) _ Boei(k'r—wt)

Toda la dependencia espaciotemporal estd en la exponencial compleja; tanto Eg como
By son vectores complejos constantes. Cualquier onda se puede desarrollar como super-
posiciéon de ondas arménicas planas.

Pero las soluciones no deben serlo sélo de la ecuacién de ondas, deben cumplir también
las ecuaciones de Maxwell. Eso introduce ligaduras entre las constantes preexponenciales.

http://alqua.org/libredoc/OE 5
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1 Ondas electromagnéticas en el vacio

Si se impone el cumplimiento de las ecuaciones de Maxwell se desemboca en las siguientes
ecuaciones:

k-E, =
k-By =

a partir de las dos divergencias nulas (ecuaciones 1.1 y 1.2 en el vacio). Y, si hacemos
los dos rotacionales 1.3 y 1.4 obtenemos ademas

1
By = —kAEg
w
62
Ey = ——kABqg
w

De estas condiciones se extraen cuatro ecuaciones

k-E = 0
k-B =0
B = lk/\E
w
CQ
E = —kAB
w

que permiten obtener importantes conclusiones sobre la estructura de la onda: los campos
son ortogonales entre si, y cada uno de ellos al vector de ondas. Se forma pues un triedro
directo* E, B, k. Si combinamos las dos tltimas ecuaciones y se usa®

aNA(bAc)=Db(a-c)—c(a-b)

se obtiene
2
w
k* = =
K2 o= 5
w
k = —
c
27
A
la iltima ecuacién constituye la definicién de A, la longitud de onda. La condicién
2rv 2w
c A
v = ¢

permite clasificar las ondas también por su longitud de onda, puesto que conocemos la
relacién con la frecuencia. Lo que llamamos luz cumple aproximadamente

400nm < A < 750nm

1en el sentido de que E A B estéd en la direccién de k.
SEsta magia puede ser recordada como la regla “bac — cab” para el triple producto vectorial.

6 Optica electromagnética - 1.1.0




1.3 Informacion contenida en la expresion de una onda armonica plana

Ejercicio ;Cémo son los frentes de onda de una onda arménica plana?.

En primer lugar hay que identificar su fase: es k - r —wt. Los frentes de onda vendran dados
por
k-r—wt =cte

podemos escoger el vector de ondas particular k = ku, y entonces
kz — wt = cte
Para ver que estos planos perpendiculares al eje z se desplazan con el tiempo podemos

despejar la coordenada

wt+cte t+cte
Zz = — —_— = C —_—
k k k

los planos de la misma fase se mueven con velocidad c: la velocidad de fase es c.

1.3. Informacién contenida en la expresiéon de una onda
armonica plana
Una onda armonica plana queda determinada por su frecuencia, w, su direccion, k y
su amplitud Eg. Los frentes de onda se desplazan en la direccién de k a velocidad c. En

cuanto al campo magnético, estd completamente determinado por las ecuaciones que lo
expresan en funcién del eléctrico. A partir de ellas se puede escribir

1
1Bo| = — [Eo|
C

Lo que resta del capitulo estd dedicado a la amplitud compleja, Eq. Este vector contiene
dos tipos de informacién:

1. Sobre la polarizacién de la onda.

2. Sobre su intensidad.

1.4. Polarizacion de una onda armdnica plana

Ya que conocemos la estructura de la onda, elegimos los ejes de modo que k || u,. En
consecuencia, k = “u, y E, = 0.

Polarizacién es la trayectoria que describe el vector campo eléctrico en el plano zy.

Vamos a demostrar que esta trayectoria se puede escribir siempre como una elipse.

E, = onei(kz—wt) — |E0x| e—id,;ez‘(kz—wt)
i(kz—wt —idy ji(kz—wt
Ey Eoyez(z w):|E0y|e zyez( z—wt)

http://alqua.org/libredoc/OE 7
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1 Ondas electromagnéticas en el vacio

T D)
N

%

Figura 1.4: En el plano E,, E,, (a) elipse de polarizacién y (b) dos estados de polarizacién iguales.

donde el signo de la fase es arbitrario®. Nos interesa méas la representacién real
E, = |Eyz|cos(wt+d,; —kz)
E, = |Egy|cos(wt+ 6y — kz)

Utilizando relaciones trigonométricas se puede eliminar el tiempo, con lo que queda la
ecuacién (correspondiente a una elipse en general):

E ’ Ey 2 E.FE )
% _9 x Loy ) _6) =si i
(|Eoz|> + (|E0y|> Fou| [ Eos] cos (8, — 0z) = sin® (6, — 0x)

Para una onda arménica el vector campo eléctrico describe una elipse con frecuencia
w (figura 1.4 (a)). El sentido de recorrido de la elipse puede ser dextrégiro (horario)
o dextro o bien levdgiro o levo. Precaucién: hay que especificar cudl es la direccion de
propagacion, la misma elipse vista por una cara u otra da diferentes sentidos de giro.
Nuestro convenio serd suponer que la onda se propaga hacia nosotros (es el convenio
mas generalizado en la Optica).

Un estado de polarizacion es una elipse particular. Recorridos en distinto sentido de la
misma elipse son distintos estados de polarizacién. Sin embargo, dos elipses homotéticas
no representan diferentes estados de polarizacién (figura 1.4 (b)). Es decir, que si la
unica diferencia entre dos elipses es el tamano y no el sentido o la forma el estado de
polarizacién se considera el mismo. Mas formalmente: los vectores Eg v nEg, n € C
representan el mismo estado de polarizacién.

Hay que fijarse en que la forma de la elipse sélo depende de (d, — Jy) y no de cada
una de las fases ¢, o d, por separado.

1.4.1. Polarizacién lineal

Un caso particular de elipse es una recta que pasa por el origen (figura 1.5). Esto
significa que el campo estd vibrando en una misma direccién del espacio. Esta situacion
degenerada se produce cuando

0
Oy — 0y = {

™

5Hemos descompuesto el vector amplitud compleja en médulo y argumento y expresado su fase como —d,
o —dy. El haber elegido fases §, y J, no cambiarfa nada.
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1.4 Polarizacion de una onda armdénica plana

.
7

Figura 1.5: Una elipse puede degenerar en una recta.

o bien cuando |Eg,| = 0 o [Ep,| = 0. Entonces diremos que la polarizacién es lineal y
que la luz es linealmente polarizada. Podemos usar la notacién

g, = ( Boo)_( [Boale™
° Eoy | Eoy| e~
e—z‘%( | Egg| e~ #%—0%) >

‘E0y|

aprovechamos la condicion de diferencia de fase 0 o m para poner
_ + |E
Eg = e v < | Eoa| o vector real

es decir, siempre que haya proporcionalidad a un vector real (aunque el coeficiente sea
complejo) se dird que la luz esta linealmente polarizada.
1.4.2. Polarizacidn circular

Se dice que la luz estd circularmente polarizada cuando la elipse se reduce a una
circunferencia. Esto ocurre si se dan las siguientes dos condiciones

|E0x’ = ’E0y|
Sy — 6, = ig

donde + — dextro y — — levo. En otros términos,

sy (| Boa| €@ +i
o= (1) e ()

Para este tipo de luz se tiene siempre que la amplitud es proporcional a un vector de
componentes 1 y +1; el orden y los signos daran el sentido.

1.4.3. Luz no monocromatica

En el caso més general la luz es superposicién de ondas monocromaticas. Entonces
el vector campo eléctrico ya no describe una elipse, y en general, no sigue ninguna
trayectoria reconocible (es lo que se llama luz no polarizada o luz natural). Pero puede
ocurrir que la trayectoria se aproxime a una de las polarizaciones simples que hemos
visto. Es lo que se conoce bajo el nombre de polarizacion parcial.
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=

Figura 1.6: Luz natural y luz parcialmente polarizada.

1.5. Intensidad

1.5.1. Vector de Poynting

Es otra caracteristica de la onda ligada a su amplitud, Eq. La ecuacion de Lorentz para
la fuerza da idea de que una onda transporta energia en su propagacién. Es necesario
cuantificar la energia que una onda transporta. Para ello se define el vector de Poynting:

s = leaB (1.7)
Ho
E 1%
s] = Txf{mz} (1.8)

Describe un flujo de energia (energia por unidad de tiempo y superficie), y coincide
con la magnitud irradiancia de la 6ptica geométrica. En los cédlculos con esta magnitud
nos esta prohibido usar la representacion compleja, porque hay un producto, que es una
operacién no lineal (la parte real del producto no es el producto de las partes reales).
Un vector de Poynting imaginario es una senal de que hemos cometido este error. En
adelante, el subindice p subrayara el uso de la representacién real.

Ejemplo Vector de Poynting para una onda arménica plana

1 1
S = ER/\<k/\ER)
Ho w
1 [k 1
= — |-E% - -Ezk-E
” [w r— ~Er( R)}

con lo que

1 €0
S=—F%ik =,/ —E%u;
How f Ho n

El vector de Poynting va en la direccién del vector de ondas. Por lo tanto, para una onda
armoénica plana, fase y energia se propagan en la direccién del vector de ondas. La energia
es proporcional al cuadrado del campo eléctrico: una estimacién del cuadrado del campo
nos aporta una estimacién de la energia.

10 Optica electromagnética - 1.1.0




1.5 Intensidad

lgl 407

Y

Figura 1.7: |(S)| (¢), funcidn a oscilaciones muy rapidas.

1.5.2. Promedio temporal del vector de Poynting
Si partimos de la expresién para ondas arménicas planas:

1
S=—(Er Ep)k,
How

y representamos S para la luz visible veremos una funcién oscilante de frecuencia =~
10" Hz, con un perfodo tan breve que practicamente ningin detector tiene resolucién
temporal para notar las oscilaciones. Si ponemos un detector y enchufamos un oscilosco-
pio al detector sélo veremos promedios temporales (figural.7). Se requiera una magnitud
que tenga en cuenta nuestra incapacidad de seguir las variaciones rapidas del vector de
Poynting “instantdneo”, S (t). Entonces’

t+AL
(S) (1) = Ait /t S (r,¢) dt

donde At representa el intervalo sobre el que se promedia. Afortunadamente para las
frecuencias que nos interesan el promedio temporal de energia no depende del tiempo de
respuesta®, At. No hay més que hacer la integral, siempre recordando usar la represen-
tacion real puesto que hay un producto de campos.

Ep = (Eo (r) e Wt 4 E; (r) ei“’t)

Br =

N =N

(Bo (r) e~ + By (x) ")

llevamos esto a la expresion general para S, S = iE A B, puesto que la onda no tiene
por qué ser plana.

1
S = 470(E()/\B(’;JrEg;/\Bo)
1 ) )
+5— (oA Boe ' + Ef A Bje™")
Ho

THabitualmente se utilizan los paréntesis angulares para denotar “promedio sobre las configuraciones
posibles” y la barra superior para el promedio temporal. Este no es el caso aqui.

8Para hacerse una idea, un tiempo de respuesta muy bueno, correspondiente a un detector muy rapido,
serfa del orden del nanosegundo, At ~ 107 %s.
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nos quedan cuatro integrales. Para el primer paréntesis no hay problema:
1
(S)=— (EcAB{+EjABy+...)
4pio
pero en los puntos suspensivos tenemos las integrales
1 t+At ) , 1 ) )
/ dtle:l:ﬁwt — (6:|:z2w(t+At) _ e:l:szt)
At J, 12wAtL

en el rango 6ptico y con los detectores que utilizamos, At nunca es suficientemente pe-
queno como para que estas integrales sean relevantes: el denominador vale como minimo

10° ya que wAt ~ 10" At ~ 10° con un At ~ 10~%s, que es razonable. Asi:
1
(S) (r,t) = ﬂ%{E (r,t) AB* (r,t)} (1.9)
0

para una onda armonica. Lo bueno de esta férmula es que estd escrita de modo que
se puede sustituir la representacién compleja. Es importante recalcar que esto sélo vale
para ondas armdnicas. Para otro tipo de ondas no somos capaces de dar una expresién
explicita.

Ejemplo Particularizar la expresion hallada para la onda arménica plana

<S> _ QL% {Eoei(k.r7Wt) A Baei(wtfkm)}
Ho

se desemboca en la siguiente expresion

donde |Eo|* = Eq - Ef.

1.6. Sobre la notacién: ondas armoénicas y ondas armoénicas
planas

Representamos una onda armodnica asi:

E(r,t) = Eg(r)e ™! (1.10)

(hay dependencia espacial en la funcién preexponencial). Pero para la onda arménica
plana ‘
E (r,t) = Ege'k 7wt (1.11)

Las notaciones se corresponden de la siguiente manera: escribimos una onda arménica
plana como onda armoénica usando el siguiente término de amplitud.

EO (I‘) = Eoeik'r
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2 Materia y su interaccion con la radiacién

2.1. Introduccidn. Tipos de carga

Tenemos que dar dos especificaciones: ¢cémo es la materia y cémo interacciona la
radiaciéon con ella. Para ser mas precisos, deberiamos describir el aspecto “carga” de
la materia, porque es el que afecta a y es afectado por los campos electromagnéticos.
Utilizaremos una descripcion clésica (no cuédntica), que serd suficiente para los fenémenos
y la precisién que nos interesan.

Para empezar, hay que establecer una distincién entre cargas libres y cargas ligadas.

2.1.1. Cargas libres

Son aquellas cargas o sistemas de cargas que vistos con el grado de precision que
tenemos no tienen ninguna estructura interna. Por ejemplo, los electrones.

Las cargas libres las supondremos puntuales, de modo que serd suficiente para su
especificacién dar su carga, su masa y su trayectoria r (). Esta es solucién de la ecuacién
dindmica de NEWTON (ecN):

mr =F

para nosotros la fuerza serd exclusivamente la del campo em, dada por la ecuacién de
LoORENTZ, 1.5.

2.1.2. Cargas ligadas: hipétesis

Son sistemas de cargas con estructura interna. Por ejemplo, 4tomos, moléculas o agre-
gados de moléculas. . .

Para describir las cargas ligadas pensaremos en el ejemplo de un atomo. Tiene un
tamafo caracteristico de 0.1nm. Para tratarlo la teoria clasica se demuestra insuficiente.
Rigurosamente, necesitariamos de la Fisica Cudntica. Pero vamos en su lugar a usar
la Fisica clasica “parcheada” para evitar las dificultades de las que somos conscientes!.
Basta con la teoria cldsica completada con las hipdtesis oportunas para describir los
fenomenos de nuestro interés.

Primera hipétesis (no clésica): los dtomos tienen un estado fundamental estable. Pode-
mos imaginar una nube de carga alrededor del nticleo, una idea semicuantica del dtomo.
Esa nube de carga tendrd un centro de carga que puede coincidir o no con el nicleo.
Pensaremos para simplificar el andlisis en moléculas no polares, es decir, sin momento
dipolar permanente. Para ellas, el centro de carga positiva y negativa esta superpuesto.

Lpor ejemplo, la inestabilidad de los dtomos si efectivamente los electrones radian en su trayectoria alre-
dedor del nitcleo.
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2 Materia y su interaccion con la radiacion

Figura 2.1: Molécula perturbada (centros de carga separados). El origen de coordenadas estd en la
carga positiva y el vector r estd dirigido hacia la carga negativa.

De todos modos, la tinica dificultad extra de tratar con momentos dipolares permanentes
es meramente calculatoria.

Un campo electromagnético perturbard el atomo, cambiando la forma de la nube
electrénica en el estado fundamental. El centro de carga negativa ya no estara sobre el
nucleo: se ha creado un pequeno dipolo. Esto corresponde a excitar el atomo. El 4tomo se
intentara oponer a esta perturbacion; aparecera una fuerza de recuperacion para reunir
de nuevo los centros de carga. Dentro de una teoria clasica dirfamos que aparecen fuerzas
internas en el &tomo que intentan compensar el efecto de la perturbacién de los agentes
externos. Para encontrar una expresién explicita para estas fuerzas que nos permita
incluirlas en la ecuacion de movimiento vamos a hacer la suposicién de que la separacion
inducida entre centros de carga es muy pequena, lo que nos permitird usar una expresién
lineal en la separacién?, el primer término del desarrollo en serie de Fj:

Fint (r) ~ mwgr

donde m es la masa del electrén y wg es lo que llamaremos frecuencia de resonancia.
Hay casos, como es el del campo debido a la radiacién de un laser en los que habria

que tener en cuenta o (r2), un término de orden superior, ya que la separacién entre las

cargas es grande (y la aproximacién lineal imprecisa) cuando el campo es muy fuerte.
Revisemos las hipétesis:

= Existe un estado fundamental estable.
= No hay momento dipolar permanente.

= Para las fuerzas internas de compensacién vale una aproximacién lineal, porque la
separacion de centros de carga es pequena.

2La dptica lineal es aquella para la que vale la aproximacién lineal para las fuerzas internas. La mayoria
de las fuentes de luz se pueden caracterizar con el desarrollo sélo lineal de la fuerza recuperadora.

Un medio (electromagnéticamente) isétropo es un medio en el que no se pueden distinguir unas direc-
ciones de otras a efectos de propagacién de campos electromagnéticos. El que se haga una aproximacién
lineal no implica que el medio sea isétropo o deje de serlo. De hecho se puede hacer éptica lineal anisétropa
utilizando para la fuerza recuperadora un coeficiente no escalar, sino tensorial.
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2.2 Ecuacién de movimiento de la carga

2.2. Ecuacion de movimiento de la carga

2.2.1. Formulacion y discusiéon de sus aspectos

Estamos en condiciones de escribir la ecuacién dindmica para la carga ligada
o 2
mi = F — muwgr

Como vemos la fuerza recuperadora es la del oscilador armoénico de frecuencia natural
wp. Hemos reducido el problema a este paradigma fisico tan general y a la vez tan simple.

Pero tenemos que atender a las ecM: las cargas aceleradas generan ondas electromag-
néticas que llevan energia que debe ser retirada de la energia del sistema de cargas en
movimiento. Por tanto, debe tenerse en cuenta que el sistema de cargas tendra pérdidas
irreversibles de energia (la oem generada se va al infinito, no regresa). Otros mecanismos
de pérdida de energia son las colisiones. Vamos a introducir un término de de friccién ad
hoc, que dé cuenta de modo fenomenoldgico de esas pérdidas de energia:

mi = F — mwir — ymi (2.1)
La dependencia en la velocidad la hemos elegido porque es la mas simple posible.
representa una constante?.

Para la carga libre, la ecuaciéon de evolucién es la misma pero con wg = 0, ya que no
hay fuerza recuperadora. Basta pues resolver el problema de la carga ligada para después
particularizar para frecuencia natural nula y obtener las soluciones de la carga libre.

La fuerza de fricciéon que hemos utilizado es la més sencilla que se puede proponer, pero
no necesariamente es exacta. Nos limitaremos a un anélisis elemental. Un tratamiento
més avanzado utiliza un término en ¥ en lugar de 1, con conclusiones finales semejantes.
En algunos textos, como el | ] o el [Cabrera] encontramos la expresién

Puw?

~ 6megme3

w es la frecuencia del campo incidente sobre la carga ligada. Un valor para un dtomo
aislado es v ~ 10%s~!. Los valores son mayores incluso cuando se considera la materia
como agrupamiento de dtomos préximos. Nétese que con una expresiéon de este tipo la
fuerza de friccién no dependeria de la masa de la particula.

2.2.2. Solucién para la carga ligada

Resolveremos la ecuacién de movimiento para un caso particular de onda incidente
muy significativo, que es el que nos interesard en el resto del curso: la onda armoénica

3Detengamonos para examinar el problema siguiente: llega una onda, pone en movimiento la carga ligada
y por lo tanto a la onda incidente se superpone la onda debida al movimiento de la carga ligada. Eso es
algo que tendremos en cuenta para el resto de las cargas y sistemas de cargas del universo, pero no para
la propia carga ligada que es foco de un nuevo campo. La razén de esta limitacion, artificial, es que tener
en cuenta la influencia del campo de una carga sobre si misma constituye un problema formidable, que
se aborda de forma interesante en [ ]. Pero si se hace esta consideracién el término de rozamiento
ya no puede tener la forma que hemos sugerido.
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plana.

E = Eoei(k . I‘*U.)t)
1

B = —kAE
w

no hay mas que utilizar estos campos en la expresion de la ecuacién 1.5. La ecuacién
resultante es muy complicada,

mi = q (E + 1 A B) — mwir — ymit:

de modo que vamos a introducir dos aproximaciones:

1.

Para una oap sabemos que
1
[Bo| = — [Eo|
c

si esto se lleva a la ecuacién

F=q(E+rAB)
el segundo término va en % Asi, podemos aproximar la fuerza sélo por la fuerza
eléctrica, F ~ ¢E, lo que es como suponer que 7 < c¢. Si el campo em fuera
suficientemente fuerte (por ejemplo, el debido a un laser) esto no seria cierto.
En todo caso, dejamos pendiente de comprobacion la sensatez de la hipdtesis. La
ecuacién queda

mi = ¢E—mwir —ymr

= B T 2y — ymi

La ecuacién 2.1 es no lineal en la medida en que la incégnita r aparece en un
exponente. Admitiremos que en la solucién la separacién entre cargas positivas y
negativas cumple:

r(t) —r(0)] < A

El tamano tipico de los atomos es del orden del nm, y r (¢) cabe esperar que sera
como maximo el tamafio del 4tomo. La longitud de onda del visible es del orden
de 500 veces mayor. Asi,

k-r(t)~k-r(0) =cte

Entonces podemos incluir este factor constante en la amplitud Eg. Con ello queda
la siguiente expresién para la fuerza de LORENTZ

F ~ gEje ™!

La ecuacion que tenemos que resolver se reduce una vez admitidas ambas hipdtesis a:

16

i 4 8+ wir = %Eoe*iwt (2.2)
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2.2 Ecuacién de movimiento de la carga

que es la ecuacién de un oscilador arménico amortiguado y forzado. La teoria de edos
nos aporta
Tgi = Tpi + Tgn

La solucién general de la homogénea (rgyp,) la tomamos con Eg = 0, ya que dependerd de
algo parecido a e, Siendo ~ tan grande (: 1083_1) el tiempo del transitorio que es
la solucién de la homogénea es del orden del 10ns. Aqui no nos interesaremos por esos
transitorios rapidos. Nos quedaremos pues con una solucion particular de la inhomogénea
(rpi), que dependerd del campo eléctrico.

r = roe” !
ro se obtiene insertando esta solucién en la ecuacién 2.2. Se calculan las derivadas r =

—iwrge ! y i = —w?rpe” ™! y la ecuacién queda

(—w2 —iwy + w%) roe” “t = gEoe_Wt
m

despejando, la amplitud y la ecuacién de la trayectoria de la carga ligada resultan ser

a
rph = —2 —FE
0 wi —w? —iyw 0
a
r(t) = —m  Foe Wt 2.3
®) wi — w? —iyw 0 (23)

En el caso de un 4tomo m y ¢ son la masa y la carga del electrén, respectivamente.

Comentarios a la ecuacion de la trayectoria 2.3

1. El desplazamiento de las cargas es lineal en el campo.

2. La constante de proporcionalidad es compleja, lo que deriva del hecho de que hay
pérdidas (profundizaremos en esto méas adelante).

3. La constante de proporcionalidad depende de la frecuencia de forzamiento. Sabe-
mos que si la frecuencia de forzamiento es muy proxima a la de resonancia, la
respuesta serd muy fuerte.

Cumplimiento de las hipoétesis

En cuanto al cumplimiento de las hipétesis que nos han conducido a 2.3, se dardn dos
situaciones:

" w # wp (aproximacién muy buena) y

» w = wy (resonancia). En este segundo caso la aproximacién de estos calculos clé-
sicos es peor, aunque suficiente. Para este caso se podria pasar al modelo cudntico
de la materia.
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Ejercicio verificar numéricamente estas dos afirmaciones sobre las aproximaciones.

Ejemplo Evaluar el cumplimiento de las hipétesis » < ¢y |r(t) —r(0)] < A para luz
solar y electrones como carga ligada.

Para la luz solar

|Eo| ~ 108V
m

solar

una frecuencia tipica del visible es

w3 x 1007

utilizamos el valor de v ~ 1085~ ! y los datos de carga y masa del electrén. Puesta en forma
real, la solucién para una carga libre es una oscilacién de amplitud

Iro| =2 x 107 "m =2 x 10~ 8nm

y longitud de onda A ~ 600nm. Vemos que la diferencia de orden de magnitud entre el
tamafio del 4tomo (=~ separacién de las cargas) y la longitud de onda incidente justifica la
prumera aproximacion tomada

v (1) —r(0)] <2x 10 3%nm < X = 600nm
En cuanto a la velocidad méxima, es del orden de

|ro]w =~ 6 X 1022
s

lo cual queda muy lejos de la velocidad de la luz, lo que justifica (son 10 érdenes de
magnitud. .. ) el haber despreciado el efecto del campo magnético.

2.2.3. Solucién para la carga libre

La ecuacién de la trayectoria para la carga libre es

q

)= — ™ __F —iwt
r(®) w? + iyw 0¢

donde ¢ es la carga y m la masa (por ejemplo, de un i6n).
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3 Ecuaciones de Maxwell macroscopicas

3.1. Planteamiento

Este es uno de los grandes bloques del curso: el estudio de la propagacion de las
ondas en la materia, los fenémenos relacionados con la interaccién radiacién-materia. Nos
serviremos de los conceptos adquiridos sobre las ondas (capitulo 1) y sobre la materia
(capitulo 2). El problema que se nos plantea es muy dificil, porque no tenemos que
resolver las ecM (que ya son dificiles de por si) sino las ecM acopladas a la materia (habria
que describir el estado de movimiento de ~ 10?* 4tomos por metro ciibico). Imposible:
hay que hacer aproximaciones. Podemos considerar dos grandes tipos de aproximaciones:

1. Medios dpticamente poco densos (o diluidos).

2. Medios opticamente densos.

En el resto del curso nos dedicaremos principalmente a los medios densos, que constituyen
la situacion mas comun. Pero antes vamos a tratar sucintamente los poco densos.

Ejemplos

= Un gas es en general, desde el punto de vista de la éptica un medio denso. Por
ejemplo, el aire es un medio opticamente denso.

= Un medio poco denso es uno en que la distancia entre las particulas es mayor que la
longitud de onda. En general, se pueden formar medios poco densos en el laboratorio.
El medio interestelar podria considerarse un medio épticamente poco denso.

e
/‘\/f,

Figura 3.1: Interaccién radiacién-materia: los campos de las cargas excitadas (libres y ligadas) se
superponen al campo incidente.
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3 Ecuaciones de MAXWELL macroscopicas

3.2. Medios épticamente poco densos

Aproximacion de particulas independientes

Si las particulas sélo interaccionan con el campo incidente, podemos hacer la apro-
ximacion de particulas independientes. Esto sera correcto sélo si las cargas estan sufi-
cientemente separadas entre si. No hay més que determinar la evolucién de las cargas
(independientemente unas de otras) en relacién con el campo incidente.

Procedimiento de solucion

E,B como dato — r(t) — E',B

Normalmente se da el dato de los campos. Entonces se encuentra la ecuacién de movi-
miento de una carga aislada, independiente (como si las demés no estuvieran). A partir
de esto se pueden hallar los campos reemitidos por esa carga. El interés estd ahi, por-
que los campos con prima (reemitidos) contienen informacién sobre la materia (cargas,
masas, frecuencias naturales). Estos problemas se suelen llamar problemas de scattering
(esparcimiento) y para ellos se define un pardmetro que se llama seccidn eficaz y que con-
densa gran parte de la informacién: cuanta enegia del campo incidente toma el proceso
de esparcimiento, cudn eficaz es el proceso de propagacion.

La traduccion de scattering por dispersion puede llevar a la confusion, ya que en
Optica se llama en general dispersién a la dependencia de una magnitud respecto a la
frecuencia de la radiacién.

3.3. Medios 6pticamente densos

3.3.1. Hipétesis. El continuo 6ptico

Esta segunda aproximacion nos conducira a caracterizar cualquier substancia por un
pardmetro llamado indice de refraccion. Utilizaremos las ecuaciones de MAXWELL ma-
croscépicas o en la materia, ecMm.

En la materia ordinaria puede haber del orden de 10%® dtomos por metro cibico. La
interaccion electromagnética mutua de esta miriada de atomos constituye un problema
formidable. Si consideramos el volumen de un cubo cuyas aristas sean longitudes de onda
X en el visible, encontraremos que en A3 hay del orden de 10'° d4tomos'. Esto nos indica
que no podemos hacer la aproximacién de particulas independientes. Pero si

1. aprovecharemos lo préximos que se encuentran entre si los &tomos. Podemos aven-
turar que en todo el AV las cargas verdn el mismo campo, pues las variaciones
espaciales de éste se producen en el orden de la longitud de onda, que es mucho
mayor que AV,

en la atmésfera por ejemplo, tenemos 107 dtomos.
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3.3 Medios épticamente densos

A

Figura 3.2: En AV < A% encontraremos muchisimas particulas, cargas libres y ligadas. La dindmica
en su interior es muy complicada. Pero por su tamano frente a A, en el interior el campo
se puede considerar homogéneo.

2. prescindiremos del cardcter discreto de la materia. Esto lo haremos introduciendo
promedios espaciales de las magnitudes implicadas: E, B, p,j. Esto simplificara
obviamente la descripcién. El problema es que ahora no vamos a poder separar
campo incidente de campo reemitido (debido a la proximidad de las cargas): E,B
tendran dos componentes indistinguibles.

Vamos a utilizar un pequeno volumen esférico AV parametrizado de modo que r sea la
coordenada del centro de la esfera y r +r’ € AV. Sobre este volumen los promedios se
escriben como sigue:

1
Eac (I‘, t) = TV /AV Emic (I‘ + I‘,, t) d3r/

los subindices distinguen campo microscépico de campo macroscépico (que por ser un
promedio no hace caso de las variaciones a escala atémica).

La longitud de onda de la radiacién es tan grande que ésta no “ve” el caracter discreto
de la materia. De nuevo las hipdtesis de la aproximacién fenomenolédgica estan pendientes
de justificacién mediante experimento.

Utilizaremos la notacién siguiente para el promedio espacial

<Emzc> = Emac

3.3.2. Promedios para llegar a las ecMm

Esperamos que el problema de las ecMm sobre un continuo sea més sencillo que el
problema de las ecM sobre cargas discretas.

Como las derivadas a% de las ecuaciones de MAXWELL son respecto a r y la integral
es respecto a r’ se puede escribir

0 0 6Emac

<6Emzc> = g <Emzc> = aEmac

ot ot ot
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Tomamos promedios a ambos lados de las ecM:

(0V -Emic) = (p)
<V'Bmi0> = <0>

0B

)
1 OE i
<M()V/\Bmic_€0 ot >

Se convierten en

eV -Enee = <p>
V:Bpe = 0
aBmac
Emac =
VA + ot 0
1 8Emac .
—VA Bmac - =
” €0 g, (@)

la segunda y tercera ecuaciones estan ya en el formato que buscamos, mientras que
las otras necesitan de algunos arreglos, para los que nos valdremos de los siguientes
resultados del electromagnetismo

L. {p) = {piiv) + {puig), donde (pj;y) = —V - P. El vector

1
P=—— Z qjrj (3.1)
AV JEAV

recibe el nombre de vector polarizacion (nada que ver con la polarizacién de una
onda) y corresponde al momento dipolar por unidad de volumen.

2. (j)= <jlig> + (juin), donde <jlig> = %D + V A M. El vector

1 1
M=— Z *q]'I"j/\I'j
AV JEAV 2
se llama wvector magnetizacion, y corresponde a la magnetizacién por unidad de
volumen.

Asi las cosas las dos ecuaciones de MAXWELL que dependen de la materia quedan

eV -Enege = <plib> -V.-P
OE 4c

oP
V ABiae — = (u — +VAM
€0 gy (Juiv) + 5+

Por concision prescindiremos en lo que sigue de los subindices ;,4¢; usaremos E = B4
y B = Bjnqc. Definiendo unos nuevos vectores (llamados, respectivamente, vector des-
plazamiento eléctrico y vector campo magnético)

D = E+P

1
H = —B-M
Ho
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se reescriben las dos ecuaciones en cuestién

V-D = {pup)
oD
H-22 — G
VA ot <.]lzb>

Las ecMm son ecuaciones en las que aparecen cuatro campos. Y eso es porque dos de
ellos tienen en cuenta la materia, las ~ 10%® particulas por metro ctibico: P y M. Estas
son las ecuaciones de MAXWELL macroscopicas:

V-D = (o)
V-B =0
0B
VAB-SS = 0 (3.4)
oD .
VAH-— 5% (Juin) (3.5)

Las ecMm son las ecM de partida, pero con las densidades de carga y de corriente ligadas
incluidas en los campos del lado izquierdo. Los resultados de la propagacién en el vacio
se pueden trasponer con ciertas precauciones, y resulta para la energia transportada por
la onda

S=EAH

y el promedio temporal para ondas armdnicas
1
(S) = 5%{E ANH"}

La ecuacién de continuidad es

9 (puiv)
ot

+ V- (up) =0

3.3.3. EcmM para ondas arménicas

La materia se puede polarizar de muchos modos, pero nosotros sélo estamos interesados
en las P y M causadas en el material por los campos electromagnéticos que constituyen
las oem que se propagan en el medio. De modo que los r; de la definicién de P son
las separaciones entre carga positiva y negativa inducidas por los campos incidentes. A
partir de ahora sélo utilizaremos ondas armonicas como agentes de perturbacion:

E(r,t) = Eg(r)e ™!
B(r,t) = Bg(r)e ™!
y por lo dicho antes del inico mecanismo de polarizaciéon que nos interesa, P = P (E, H)
En virtud de los razonamientos sobre la separacién entre cargas cuando incide un campo
(aproximacién lineal)? y a partir de los resultados fenomenolégicos se puede escribir que
P(r,t) = xe(r,w)eE(r,t)
M(r,t) = xm(r,w)H/(r,?)

?Para justificar esta expresién conviene utilizar la ecuacién 2.3 en la definicién de P (ecuacién 3.1).
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donde e, Xm son, respectivamente la susceptibilidad eléctrica y la susceptibilidad mag-
nética del material. Aprovechando esto podemos plantear una relacién similar para la
densidad de corriente, ya que

. 1 .
(uin) = AV Z a;r;
JEAV
y la velocidad para una onda armonica es proporcional a wE, con lo que

Gup) = o (r,w) E (r,1)

Donde o se llama conductividad. Estas aproximaciones lineales seran suficientes para el
trabajo que vamos a hacer.
Finalmente:

D = 60(1+X5)E
B = po(l+xmH

y podemos definir € la constante dieléctrica del material y p, su permeabilidad magnética
de modo que

D = ¢E
B = uH
En general ocurrird que
X€7 Xm7 0-7 67 IJ/

seran funciones con valores complejos del punto r y también de la frecuencia w. Ademsds,
si la fuerza recuperadora no fuera isétropa, todas estas funciones podrian ser tensores.

Conclusiones

Sélo necesitamos dos campos, E, H. Para lo deméas tendremos la informacién sobre
el material condensada en los tensores Xe, X;m v 0, si logramos expresar la densidad de
carga libre en funcién de alguno de ellos, lo que haremos por medio de la ecuaciéon de
continuidad.

9 (puib)
ot

debido a que las ondas son armonicas podemos integrar para obtener

) =+ (~Lom)

= -V (¢Eq (r)e ™)
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3.3 Medios épticamente densos

Ecuaciones de Maxwell macroscépicas para ondas monocromaticas

V- (engo (r))
V- (uHy (r))

VAEq(r) —iwuHp(r) =
V AHj (r) + iwegen Eg (1)

I
o o o o

donde podemos llamar constante dieléctrica generalizada (que contiene el efecto de las
cargas ligadas y también el de las cargas libres a la cantidad

i

€gen =€+ —0
w
Hemos reducido el problema de describir la materia al de especificar dos funciones,

€gen Y M, que pueden ser complicadas. Nuestro trabajo es ahora el de dadas estas dos
funciones resolver las ecuaciones para diversos medios, pues sus soluciones caracterizan
completamente la propagacién de la radiacién en los medios épticamente densos.

3.3.4. Clasificacion de los medios

En esta seccion vamos a dar la nomenclatura usual que clasifica los medios materiales
en funcién de las propiedades de las funciones €g4e,, ¥ p.

La permeabilidad magnética es casi siempre pu ~ po (medios no magnéticos) y asi lo
supondremos en lo que sigue. En funcién de lo que valgan la conductividad y la constante
dieléctrica generalizada tendremos diversos tipos de materiales, que etiquetamos con los
siguientes nombres convencionales

conductores o # 0, dieléctricos o = 0 (no tienen cargas libres).

€gen escalar: medio isétropo, si €4, s un tensor: medio anisétropo.

si €gen €s funcién de la posicién el medio se dice inhomogéneo. Si no, el medio es
homogéneo.

si €gen es funcion de la frecuencia, estamos frente a un medio dispersivo. Si no es
asi, el medio es no dispersivo.

Vamos a ver en el siguiente tema que si

" €gen € N estamos frente a un medio transparente y si €, € C el medio es
absorbente.

El tipo de preguntas que nos haremos en lo sucesivo es del tipo jcomo se propaga la
luz en un medio dieléctrico, anisétropo e inhomogéneo?, etc, hasta agotar una serie de
combinaciones significativas. El caso mas general corresponde a un medio anisétropo,
inhomogéneo, dispersivo y absorbente.
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4 Medios homogéneos e isotropos

4.1. Planteamiento del problema

En este capitulo nos preocuparemos por caracterizar adecuadamente los medios ho-
mogéneos e isétropos cuando son iluminados por ondas arménicas planas inhomogéneas.

Vamos a ver qué soluciones ecMm existen cuando €ge, €s un escalar (homogeneidad)
y no depende de la posicién (isotropia) tales que la forma de los campos sea

— Eoei(kc ‘r—wt)

Hoei(kc . r—wt)

con Eg, Hy, k., w constantes. Lo que queremos saber es qué relaciones vamos a obtener
entre los pardmetros de la onda y con los del material (€gen, pt) si imponemos el cum-
plimiento de las ecuaciones de MAXWELL sobre el tipo de soluciones que acabamos de
escribir.

4.2. Solucidon

Vamos a aplicar las ecMm en secuencia.

1. €genV-E =0, pero si €gen # 0 (que es el caso que vamos a considerar en todo lo
sucesivo) entonces se tiene V-E = 0. Lo aplicamos al campo de onda plana de la
seccion anterior y obtenemos

ke-Eg=0

2. La siguiente ecuacién es lo mismo que decir V-H = 0, y por lo tanto,

k.-Hy=0
3. Un rotacional da
1
Hy = —k.NEg
W
4. Y el otro:
1
Eg=— k. ANHj
€genW

27
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4 Medios homogéneos e isétropos

Ahora sélo tenemos que leer las ecuaciones. Esta va a ser la estrategia para afrontar
todos los problemas de propagacién del curso. Combinando las (3) y (4):

1 1
Ey, = k. N —k.ANEg
€genW Hw
1
- —m (kc/\kc/\EO)
gen
1
= —m [kc (kc . EO) — EO (kc . kc)]
gen
1
= ———Ek?
:uegenw2 0%

de donde

2

2
2 2 w
ki = wegen = 2"

esto se utiliza mas habitualmente en la forma

2 2 H€gen
nC = C 'uegen =
Hoco

este parametro es el indice de refraccion complejo. Cuando la constante dieléctrica sea

compleja (medios absorbentes) el indice de refraccién serd complejo. Lo mismo ocurrird

al vector de onda, y ésta es la razén por la que hemos venido usando el subindice ..
Descomponemos el vector de onda y el indice de refracciéon en

k. = k+ia

Ne = N+1k

con k, a, n, x cantidades reales, que reciben los nombres respectivos de vector de ondas,
vector de atenuacion, indice de refraccion e indice de absorcion. Entonces la expresién
de la oap es

E (I‘, t) = Ege @ rei(k s r—wt)

La constante Ege™2 T disminuye con la propagacién, y tanto mas cuanto mayor es el vec-
tor de atenuacién a. Las partes imaginarias del vector de onda y del indice de refraccién
vienen de las pérdidas por friccion en el proceso de absorcién-reemisién.

De la relacién
2 w?
ki =

2
2l

se pasa facilmente (raiz cuadrada compleja) a

K2 _a2 — &2(”2_%2)
= 3
w2
k-a = —5 K
C

que forman las condiciones que buscabamos.
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4.3 Medios transparentes

Dos comentarios importantes (mucho cuidado)
= No deberiamos llamar ondas planas a

E(r,t) = Egyeilke r=t)
H(r,t) = Hye'ke =)

porque no lo son (en general k y a no son paralelos y por lo tanto, E # E (k- r,t)).
Deberiamos llamarlas ondas planas inhomogéneas: los planos de amplitud constan-
te no coinciden con los planos de fase constante. Por lo tanto, cuando las llamemos
oap, estamos abusando del lenguaje (y lo haremos).

= A partir de las estructura de la onda que hemos encontrado al principio del capitulo,
es tentador pensar que (Eg, Hy, k.) forman un triedro ortogonal. No es asi, ya que
intervienen vectores complejos (v. ejercicio 18).

4.3. Medios transparentes

Como x = 0 se verifican las relaciones
2

w
K2_a2 = Y2
2
k-a = 0

k no se puede anular, luego surgen dos casos: o bien a = 0, o bien a L k.

= a = (0. La onda es plana y los vectores k, E, H son perpendiculares entre si, como
en el vacio. Pero hay diferencias importantes respecto al vacio. La longitud de onda

cambia

w 2 2
c )‘medio )\vacio

con lo que \edio = ’\”j;‘w. También cambia la velocidad de fase

k|z—wt = cte
w c
v = _— = —
N Y

en algunos textos el indice de refraccién que servird para la dptica geométrica se
define a partir de la dltima relacién como:

n=—

vf

En este tipo de onda todo se propaga con la velocidad de fase, ;.

Advertencia: la velocidad de fase, etc. dependeran de la frecuencia (en general los
medios son dispersivos, n = n (w)?!).

1Como se ve, toda la clasificacién que hicimos de los medios podriamos haberla escrito en términos del
indice de refraccién, en lugar de la constante dieléctrica generalizada egen, pero sélo porque tratamos
medios no magnéticos.

http://alqua.org/libredoc/OE 29



http://alqua.org/libredoc/OE

4 Medios homogéneos e isétropos

X FRENTE DE
Ao 7 ONDAS

—2Z

h« SHA

| AMPLITUD

I ]

Figura 4.1: Planos de misma amplitud y de misma fase y su velocidad de propagacién en zz.

» a # 0. Podemos decir menos cosas. Poniendo k = ku, y a = au, (figura 4.1), la
onda se escribe
E = Eoe—azei(kw—wt)

la onda es armédnica pero no plana. Los puntos con igual amplitud se sitian sobre
planos perpendiculares al eje z. Los frentes de onda (superficies equifase) son planos
perpendiculares al eje z. Se puede obtener la siguiente expresién para la velocidad

de fase
w w

'l)fziz
|k‘ (12-’-%2277,2

y no podemos precisar mas. No podemos decir qué dngulo forma E con k o a. Sélo
podemos decir que k.- Eg = 0. La importancia de esta solucion se debe a

e que la veremos en el marco de reflexién—refraccién como onda reflejada.

e que la propagacion en el vacio es un caso particular de esa situacién.

4.4. Medios absorbentes

Ahora que k # 0, la atenuacién a no sera nula

K2 a2 — 7(n2_/€2)
2
w2
k-a = —nk
2

tendremos que manejar inevitablemente ondas con vector de ondas complejo.
E = Egpe @ rei(k ‘r—wt)
Se puede decir que
S {egen} x v >0
lo que quiere decir (ver figura 4.2) que la regién accesible es sélo el semiplano superior
del plano complejo. Pero si anadimos que p ~ ug y que
2 _ Cgen

n. =
(& 60
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4.4 Medios absorbentes

Im

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Plano complejo (b) Direccién relativa de k y a: un dngulo agudo (atenuacién). Un
angulo obtuso corresponderia a amplitud creciente con el tiempo, que es el caso de un
ldser.

se puede decir que €4, estd en el primer o segundo cuadrantes, mientras que n. esta en el
primero o en el tercero. O sea, que n y k tienen siempre el mismo signo (la demostracion
deberd esperar). Eso hace que se pueda decir que

2
w
k-a:—2/<m>0
c

La condicién que acabamos de escribir quiere decir que la onda se atenia, pierde energia
segun se propaga (figura 4.2).

Como hemos visto “absorbente” no es una definicién sino la enunciacién de una pro-
piedad. Un ejemplo de medio absorbente es el de los metales. Con los valores de x en
metales comunes (k ~ 3) la onda se extingue al cabo de pocas longitudes de onda (ver
los problemas).

Comentarios

(Sobre la nocién intuitiva de absorcién y su relacién con el aspecto microscépico de la
propagacién de la luz en la materia).

1. En un dieléctrico las cargas que se pueden poner en movimiento son los electro-
nes que estan ligados a los dtomos. Pero solo se ponen en movimiento cuando la
frecuencia de la onda incidente es proxima a la frecuencia de resonancia. En esa
circunstancia son muy opacos (por ejemplo, el vidrio normal al ultravioleta). Pa-
ra el resto del espectro, ni se enteran de la presencia de la radiacién: son muy
transparentes.

2. En los metales el comportamiento de los electrones se aproxima més al de cargas
libres. Eso hace que sean sensibles a un rango de frecuencias mas amplio: los metales
son muy absorbentes en una gran parte del espectro.
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4.5. indice de refraccién y propiedades microscdépicas

4.5.1. Planteamiento

Hemos visto que medios con distinto indice de refraccién dan lugar a ondas de distinta

naturaleza.
n? — €gen

€0H0

Estudiaremos ahora la relacion entre indice de refracciéon y propiedades microscopicas del
material para a partir de unas conocer el otro o viceversa (midiendo la absorcién de ener-
gia, etc). El indice de refraccién es una funcién observable y depende de pardmetros que
nos informan sobre la naturaleza microscépica del material: n. (w,wy, densidad,~, . ..).

Vamos a abordar una situacién bastante simple: medios isétropos, no magnéticos (u ~
po y por tanto n? = €gen/€o) y no polares (no consideraremos momentos dipolares
permanentes; ya los descartamos con ocasién del estudio microscopico de la interaccién
radiaciéon materia en el cap. 2).

4.5.2. Calculo de ¢,
Vamos a tener en cuenta por separado las cargas ligadas y libres. Si e = eg (1 + xe):
i
€gen = €+ ;a
Contribucidn de las cargas ligadas: ¢
Nos vemos obligados a recuperar el subindice jqc:
P = coXcEmac
es por definicién el momento dipolar por unidad de volumen
1

Ahora vamos a calcular la constante de proporcionalidad €pye, en lugar de limitarnos a
decir que como r; o< E;;c entonces P o< B¢ , es decir P = egxeEnqc. La ecuacién de
la trayectoria de la carga ligada era

q
r(t) = —————Enic (4.1)
Wi — w? — iyw
y se puede escribir como
r = —aEnc

donde « se llama polarizabilidad,
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4.5 Indice de refraccién y propiedades microscopicas

Ahora estamos preparados para escribir la polarizacién como suma sobre todos los ato-

1
P= TV Z ajEmic,j
JEAV

mos

De momento vamos a suponer que todos los &tomos son iguales, lo que implica que tienen
la misma polarizabilidad
1
P = TVO& Z Emiqj
JEAV
Aqui llegamos a la dificultad de este célculo: jcuanto vale E,,;. ;7. Para calcularlo intro-
ducimos N, el nimero de dtomos en AV.

la cantidad senalada por una llave se parece mucho al campo macroscépico, pero en gene-
ral no coincide con él. Eso es porque el campo macroscopico lo definfamos como integral
a un volumen, y el promedio que hacemos aqui es sélo sobre los dtomos contenidos en
el volumen. El campo macroscopico se calcula también sobre los espacios entre dtomos.
Hay dos expresiones que relacionan E,,;c v Epnqc.

» La que vamos a utilizar efectivamente da?
P = aNyEnqc

(es decir, no hacer caso de la distincién entre integrar al volumen y sumar sobre
los atomos del volumen). Esta expresion serd buena en gases a baja presion y en
general en medios que no tienen ninguna estructura ordenada. Es valida cuando

(6]
Ny— <1
€0

= Si se hicieran los céalculos, se encontraria esta expresion

1
P = aNy <Emac - P)
3¢€0

que es de validez mas general.

Salvo en los problemas usaremos la primera expresién, que es una aproximacion de la
segunda, pero que nos dara los mismos resultados cualitativos. Los aspectos fenomeno-
légicos estan recogidos en ambas ecuaciones.

2Ny = % es el numero de dtomos por unidad de volumen. Parecido a la densidad.
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Proseguimos el trabajo. Como

P = 6OXG]E}mac
e = € (1+xe)

se puede escribir, al ser egxe = Ny«

€ = € (l—l—NVEa)
0

= € 1+NV—2 ’I’I’L2E() -
WO —Ww* —1yw

esta expresion relaciona la constante dieléctrica con los parametros microscépicos del
medio, y admite una generalizacién si consideramos que los &tomos son de diferente tipo
(woj,y; varfan de dtomo a atomo). Volviendo al sumatorio que es la definicién de P y
reconstruyendo los cédlculos se obtiene

q2

€ = € 1—{—5 ij 5 meo
PR

— w? — iyw

En la bibliografia encontraremos otra escritura, que se apoya en definir la magnitud

fuerza del oscilador®
Ny ;

fi= Ny
que representa la proporciéon de dtomos de la especie j (> f; = 1). La expresién final
adopta la forma

q° i
e=¢ |1+ N
o+t Vimeo Z wpz — w? — iyjw

q y m son comunes a todos los &tomos, y para nosotros seran en general la carga y masa
del electrén.
Contribucién de las cargas libres: o

Para obtener el término con que contribuyen las cargas libres a la constante dieléctrica
generalizada necesitamos calcular la conductividad.

<.] lib> = JEmac

nuestro objetivo es escribir la conductividad en funcién de la dindmica microscépica de
las cargas. Promediamos a un volumen pequeno frente a la longitud de onda pero lo
suficientemente grande como para contener un alto nimero de cargas

3En un tratamiento cudntico en el que se consideren varias frecuencias de transicién, la fuerza del oscilador
se interpreta como una magnitud que cuantifica lo predominante que es una transicién (una frecuencia
de resonancia).
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(Juv) = Z qjt;

jeAV
Derivando la posicién r; (ecuacion 4.1),
<jlib> - mac - § micj
V mw+1 ’
jEAV Wiy

q aparece sin indice alguno porque se trata siempre de la misma carga libre: los electrones.
Al igual que para las cargas ligadas, introducimos un nimero de cargas libres en AV,
Ny
¢ i
<Jlib> mw +Z’}/ AV N, Z mic,j

La cantidad senalada, por razones ya discutidas, no es el campo macroscépico estricta-
mente, pero nosotros lo utilizaremos para los problemas que nos interesan, pues consti-
tuye una aproximacién razonable (las cargas libres estan tan dispersas que el sumatorio
es buena aproximacién numérica de la integral que se deberia hacer en su lugar. No hay
otras formulas de aproximacién para las cargas libres, a diferencia de lo que ocurre para
las cargas ligadas, donde hemos presentado una que serd utilizada en los problemas).
Por ello

/q2 1
<jlibre> =1iN Ew n inymac
con lo que
o—ing L !
Vimw+ 1y

4.5.3. indice de refraccién

Estamos llegando a nuestro objetivo declarado de expresar el indice de refraccion en
. , . , . . )
funcién de los pardmetros microscépicos del material. Como n? = (n + ik)° = €gen/€o

n. = —_ e —
¢ Y meo - ng —w? —iyw Vimeo w (w + i)

nuestro siguiente objetivo es despejar de ahi n y . Pero ya podemos decir dos cosas

= en general, los medios van a ser dispersivos: en este indice de refraccién hay una
marcada dependencia de la fercuencia en casi todos los términos.

= podemos decir lo mismo respecto al cardcter complejo: en general habra una parte
compleja del indice de refraccién. Lo absorbente que sea el medio dependera de la
frecuencia, pero en general en alguna parte del espectro el medio serd absorbente.
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= esta férmula también contempla la posibilidad de medios inhomogéneos, a través
de una dependencia espacial de las densidades de cargas libres y ligadas, N{, y Ny.

Ya estamos listos para demostrar la afirmacion que hicimos de que

S{egen} x 5,7 >0

esto se deduce multiplicando y dividiendo por los complejos conjugados de los denomi-
nadores en los dos ultimos términos. Como ambos pardmetros 7y;,~ describen pérdidas,
son constantes positivas por definicién, por lo que se encuentra la relacién expuesta y,
consecuentemente k-a > 0. Proseguiremos tratando de separar parte imaginaria y real
del indice de refraccién, y para ello abordaremos dos casos simples

Dieléctrico: no hay cargas libres
Para un dieléctrico sdlo tenemos la primera contribucién:
2
2 _ q fi
n, = 1+ N v Z w2

meg 5 — W —iyw

Esta expresién proviene de aproximar el campo eléctrico macroscopico por un sumatorio,

lo que s6lo se podia hacer si N%Oa < 1 (normalmente gases diluidos). Podemos aprovechar

este dato y utilizar la aproximacion lineal de la raiz cuadrada
x
V 1 + = 1 + 5

Después extraemos parte real e imaginaria

2 ,
ntin = 1+ Ny—2 > — f; :
2mey “— Wy — W — 1YW

2 (ng - w2> fi
n = 14+ Ny q E 5
2m60 - 2 9 2
J <W0j w ) +’7J(U
2

_ q wy; fj
— NV2m€0 Z ) ) 2 5 o
j (wod- —w ) +'ij

La parte imaginaria vale 0 a no ser que estemos en las proximidades de las resonancias,
zonas denominadas bandas de absorcion. La anchura de estos picos de k es proporcional
a 7;. Una primera conclusién importante es que no existen medios transparentes o ab-
sorbentes en todo el espectro electromagnético. Los vidrios de ventana por ejemplo son
muy opacos al ultravioleta.

Para atomos aislados (sin interacciones con el entorno) los picos se parecen a deltas
de DIRAC. Si empezamos a considerar medios mas densos (gases a presién creciente) la
anchura de las bandas crece. Las bandas pueden estar proximas, y si es asi, se superponen
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0.2

Figura 4.3: Coeficiente de absorcidén de un material imaginario. Se han usado unidades arbitrarias y
los datos siguientes f; = {0.1,0.3,0.6}, w; = {8,10,15} y v; = {1,1,0.5}, respectiva-
mente.

k k

0.02

0.5

0.4 0.015

0.005

Figura 4.4: Banda ancha de absorcién debida a la superposicién de muchas bandas individuales (para
la primera figura se utilizaron 20 de estas bandas; para la segunda, 8).

muchos picos para dar lugar a una verdadera banda ancha que puede cubrir todo el
visible, como ocurre con los metales. En general, las bandas de absorcién de una mezcla
de gases son la superposicién de las bandas de absorcién individuales (figura 4.4).

Como vemos, se puede obtener informacién sobre la materia estudiando cémo se pro-
paga la luz en ella. El andlisis espectral de una substancia nos indica sus frecuencias de
resonancia, y la anchura de las lineas de absorcién nos da informacién sobre los parame-
tros . Las zonas donde k vale cero son de transmisién perfecta, sin absorcion.

De estos graficos sdlo se pide un conocimiento cualitativo.

Podemos representar también la parte real, n (w) (figura 4.5). Se trata de una cantidad
creciente (S—Z > 0) para las zonas de transparencia, y cémo una buena condicién para
identificar las zonas de absorcién es justo la contraria, (% < 0). Las zonas asi caracte-
rizadas reciben la denominacién, respectivamente, de zona de dispersion normal y zona
de dispersién andmala®.

La dispersion normal se da en transparencia y es facilmente observable, mientras que
la dispersion andémala recibe ese nombre porque es raramente observable, ya que se
encuentra en la zona de absorcion.

1en dispersién anémala la velocidad de fase es mayor que ¢, el indice de refraccién es < 1y las longitudes
de onda cortas se refractan menos que las largas. Ver | ]
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e

Figura 4.5: Indice de refraccién n (w) (arriba) y coeficiente de absorcién x (w) (abajo). Las escalas
se han manipulado con objeto de mejorar la claridad de la presentacién. La informacién
cualitativa a retener concierne las zonas de dispersién normal y las zonas de dispersién
andémala.

Conductor: hay cargas libres

Las cargas libres contribuyen al indice de refraccién complejo del siguiente modo:

2
1
2:1_N"/q7

e megw (w+ )

Suponemos que solo hay cargas libres aunque generalmente también hay cargas ligadas.
Algunos valores para el caso particular del cobre son

N, = 8x 108
1% mg
vo= 4x108s71

Aunque v es mayor que antes, todavia se cumple que v < w y por eso podemos hacer
la siguiente aproximacién

‘E
ol o

~1-—

w

donde se define la frecuencia de plasma

2
;4
NV
meg

Wp

para el cobre la frecuencia de plasma es w, = 1.6 X 1016% y corresponde al ultravioleta.
Vamos a estudiar dos casos
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1. Visible w < w, implica que n2 < 0 con lo cual n. = ix (hay una parte real, pero
ha desaparecido por la doble aproximacién que hemos hecho).

Para el cobre en el visible w &~ 3 x 10Yrad/s, de modo que x ~ 5. El célculo no es
muy exacto, pero da bien el orden del indice de refraccion. El valor de k es bastante
grande, en consonancia con el hecho de que los metales son opacos a la radiacién
visible.

2. w > wp de modo que n? > 0; es decir n, = n. El coeficiente de absorcién es

nulo. Lo que en el visible era fuertemente absorbente en el UV (w, < w) pasa a ser
transparente y viceversa.
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5 Refraccion y reflexion en medios
homogéneos e isétropos

5.1. Planteamiento del problema

L Qué le ocurre a la luz cuando pasa de un medio homogéneo e isétropo a otro medio
homegéneo e isétropo diferente?. Ya sabemos resolver la propagacién de la luz dentro de
estos medios, pero no hemos afrontado la cuestién del paso de unos a otros.

Suposiciones

= la superficie que separa ambos medios es un plano. Elegiremos los ejes de coorde-
nadas de modo que sea el plano z = 0.

= Para nosotros cambio de medio significa autométicamente cambio de indice de
refraccion; Si los indices fueran iguales la propagacion se produciria como si de un
sélo medio se tratase.

= La discontinuidad de indice es una buena aproximacion porque la interfase es de
un tamano del orden atémico, que es muy pequeno frente a la longitud de onda de
la radiacion que nos interesa. Un cambio de medio aire-vidrio queda, por ejemplo,
bien modelado por esta discontinuidad.

Al llegar a la discontinuidad de indice se produciran dos ondas: la transmitida y la
reflejada. Nuestro objetivo es en primer lugar demostrar este desdoblamiento de la onda
incidente. Los datos son a) el material y b) cémo lo iluminamos y las incégnitas son

(a) (b)

Figura 5.1: Dos medios épticamente densos homogéneos e is6tropos de indice n y n’ respectivamente
separados por una interfase plana, z = 0. En la segunda figura, escalén de indice en z = 0.
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las caracteristicas de la luz reflejada y la luz transmitida y, singularmente, su direcciéon
(ley de SNELL), polarizacién (férmulas de FRESNEL) y reparto energético (relaciones
energéticas).

Insistamos un poco mas sobre la interpretaciéon microscépica. El haz de luz incide
sobre las cargas del medio, que al ser aceleradas radian oem, que se superpondran a la luz
incidente formando la luz transmitida, por una parte, y retornardn al medio de origen,
por otra!. El problema no es facilmente abordable a esta escala microscépica (véase
para ello el teorema de extincidn de la onda incidente en [Born]); por ello recurriremos
de nuevo a las ecMm. Hay que recordar que las ecMm funcionan tanto mejor cuanto
mas denso sea el empaquetamiento de materia; es decir, cuanto més infrecuentes sean
los espacios vacios entre atomos.

Vamos a resolver las ecMm para ambos medios, proponiendo unas soluciones que sean
suficientemente generales pero que incorporen las condiciones iniciales (una onda incide
sobre una superficie de discontinuidad). Como ambas soluciones no pueden ser indepen-
dientes, estableceremos unas condiciones de frontera para los campos en la discontinuidad
que aseguren el buen “contacto”.

Al final del capitulo trataremos brevemente el problema mucho més complicado que se
presenta cuando en lugar de hacer el estudio para dos medios transparentes permitimos
que uno de ellos sea absorbente. En esa seccién se daran principalmente resultados; el
método general de solucién ya habra sido explicado con ocasion del estudio de los medios
transparentes y solo restard ponerlo en practica en la nueva situacion.

5.2. Direccién y frecuencia de las ondas

5.2.1. Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera se derivan de modo sencillo a partir de las ecMm; se pueden
encontrar en [Born]. Las condiciones de frontera nos dicen qué relaciones hay entre E y
H a ambos lados de la discontinuidad. A los valores del segundo medio los denotaremos
con primas. Nos es suficiente con las siguientes condiciones de frontera

_ /
_ !
H, = H),

donde el subindice tg significa “la componente tangencial del vector sobre la superficie”.

5.2.2. Descripcién y nomenclatura

Los indices son reales (medios transparentes) y p =~ po (no magnéticos). Una oap de
vector de ondas k y frecuencia w incide desde el primer medio sobre la interfase z = 0,

LA pesar de que presentamos todos estos fenémenos en secuencia temporal, se debe saber que, puesto que
estamos trabajando con ondas armoénicas monocrométicas, infinitamente extendidas en el tiempo, todas
las ondas han estado y estardn siempre ahi (incidente, reflejada y transmitida). No se puede identificar
un momento en el que aparezca la onda incidente y se produzca su escisién en dos: la convivencia de las
tres ondas es consustancial a la descripcién matematica que hemos dado del problema.
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Figura 5.2: Diagrama del problema.

representada por el vector normal u, (dirigido hacia el primer medio). k, u,, definen
(salvo cuando son paralelos) un plano, llamado plano de incidencia (lo identificaremos
con el plano del papel). El otro eje lo llamamos x, de modo que el plano de incidencia
es el zz. El dngulo que forman k y u, se llamard dngulo de incidencia. Una vez hechas
estas precisiones se puede escribir k por componentes segin los ejes z, vy, z.

k=n% (sin 6,0, cos )
c

Como se ve, la componente y de k es nula.

5.2.3. Escritura de las ondas incidente, transmitida y reflejada

Vamos a utilizar el hecho de que la onda incidente es una oap, aplicando sobre ella las
condiciones de frontera. Denotaremos la onda incidente por

E/L' — Ael(k . r—wt)

donde A es un vector complejo constante. Para las ondas transmitida y reflejada lo mas
general que sabemos escribir es una superposicién de oap. En concreto, la onda reflejada
es

E, = Rl r=") 4

No sabemos nada de esta onda: ni los k ni los w ni los R, ni cudntos términos habra. Afor-
tunadamente las condiciones de frontera seleccionardan solamente una onda y precisaran
los otros datos. Para la transmitida ocurrird analogamente

E; = Teilk r=w't)

Ademés hay que escribir los campos H. La expresién general para calcular H en cada
uno de los tres casos es

1
H=—kAE
Hw
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Las ecMm imponen algunas condiciones sobre los parametros de las ondas. Aparte de
las relaciones de ortogonalidad k- A = k’-T = k”-R = 0 tenemos

w

k| = n—
C

/

w
K| = n'=
&

!

w
’kl/’ = n_—
C

5.2.4. Ley de Snell
Aplicacién de las condiciones de frontera

En z = 0 el campo a la izquierda es el incidente més el reflejado y el campo a la
derecha es exclusivamente el transmitido

Eiz +Erz = Eta:

Eiy + Ery = Ety
Hi:p + Hr:r = Ht:p
Hy + H,y = Hy (5.1)

En la interfase r = (x,%,0) tenemos pues 4 ecuaciones de la forma?:

() ei(k-r—wt) + () ei(k” cr—w''t) +... = () ei(k’ r—w't) + ...

Las cuatro ecuaciones responden a este esquema de dependencia en el espacio y el tiempo
con valores en los paréntesis que son funcion de las amplitudes A, R, T y los vectores de
onda k,k'.... kK" .. ..

Podemos extraer mucha informacién acerca de la solucion sélo analizando la forma de
las ecuaciones que hemos escrito.

Obsérvese que las exponenciales complejas son funciones linealmente independientes.
O todo lo que estd entre paréntesis es nulo o los argumentos de las exponenciales son
todos idénticos. Como lo primero en general no es cierto, sélo queda la posibilidad de que
todas las frecuencias sean idénticas (la misma conclusién puede alcanzarse por anélisis
de FOURIER).

w=w=...=u"=...
Lo mismo debe poder decirse de la dependencia espacial. Como no hay dependencia en
z y la funcién en x e y debe ser la misma se puede escribir

ko +kyy =hkpx + kjy= ... = ko +kyy=...

Zen adelante los puntos suspensivos representan los infinitos términos que no hemos escrito de la super-

posicién de ondas planas que identificamos con la onda transmitida y la reflejada.
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por un razonamiento analogo, como también x e y son funciones linealmente indepen-
dientes podemos igualar tranquilamente la dependencia en z y la dependencia en y

ke = K, = ... = Kl = ...
ky = kK, = ... = K/ = ... =0

en z no podemos decir nada porque no esta. Esto se puede leer diciendo que la compo-
nente tangencial de k es la misma para la onda incidente, para la onda transmitida y
para la reflejada. En resumen:

w o= W o= ... = W =

kk = k = ... = K =

Observando la nulidad de la componente y de los vectores de onda podemos afirmar
también que k’,...,Kk”,... estdn en el plano de incidencia.

Como conocemos dos componentes del vector de ondas y también conocemos su mé-
dulo (por el cumplimiento de las ecMm), tenemos completamente determinado el vector
de ondas de la onda transmitida. Y la solucién es tnica. Fijada la onda incidente, sélo
hay un k’ que verifique las condiciones que han de verificarse.

Si volvemos a las superposiciones de oap que hemos escrito para la onda transmitida
y reflejada vemos que, teniendo misma fase, sélo hay una oap transmitida y una oap
reflejada. Por lo tanto, podemos descartar todos los puntos suspensivos que hemos venido
arrastrando hasta ahora y que representaban en principio una suma infinita de oap
distintas.

Ley de Snell

Tenemos resuelto el problema de la existencia de las ondas reflejadas y transmitidas
y de su direccion. Pero ésta se suele expresar de otro modo; Supongamos que el angulo
entre k” y u,, es #”: sabemos que

/i
ky = k,
w . w .
n—sinf = n—sin@
c c

es decir # = 6", el dngulo de reflexién es igual al dngulo de incidencia. Para la onda
transmitida

k, = K
w w
n—singd = n'=sinf
c c
de donde se obtiene la ley de SNELL
nsinf = n'sin @’

Todavia nos queda resolver las condiciones de frontera. Pero podemos hacer ya algunos
comentarios:
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Figura 5.3: Dispersién de una onda con tres frecuencias wy, ws, ws.

nin'

3
e" =3 1

Figura 5.4: Los tres vectores de onda y sus dngulos respectivos con el vector normal u,,.

= Desde el punto de vista microscépico lo que acabamos de encontrar es algo sor-
prendente: la luz generada por los atomos del medio es tan especial que anula la
oap incidente y la sustituye por otra en distinta direccién.

= Una consecuencia de esto sobradamente conocida es que los indices de refraccion se
pueden medir simplemente cuantificando dngulos de refraccién (mediante prismas,
ete).

= Los indices de refracciéon en general dependen de la frecuencia. Tendremos tantas
direcciones de propagacién como frecuencias contenga el haz incidente. Esto puede
servir a varios propositos:

e Hacer espectroscopia: averiguar qué frecuencias contiene una determinada
onda.

e Construir ondas monocromaticas a partir de ondas que no lo son. El medio
separa espacialmente las frecuencias. El monocromador es un instrumento
basado en esta idea: a partir de un haz no monocromatico genera uno que
contiene s6lo un pequeinio rango de frecuencias.

5.3. Amplitudes de las ondas

5.3.1. Deduccidn de las férmulas de Fresnel

Si queremos obtener mas informacién, deberemos explotar a fondo las cuatro ecua-
ciones de frontera que hemos escrito. Los vectores A, R, T son perpendiculares a los
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(http://fig.alqua.org)

Figura 5.5: Base (paralela, perpendicular)

correspondientes vectores de ondas. Nos interesa descomponer estos vectores en una
base en la que tengan s6lo dos componentes (ortogonales al vector de ondas), y luego
relacionarlas con las componentes = e y. A esa base, representada en la figura 5.5 se la
llama (paralela, perpendicular). La componente paralela A\ estd en el plano del papel y
la perpendicular A es ortogonal al plano del papel; ambas son ortogonales al vector de
ondas. Para relacionar las A, A| con las componentes x,y, 2 podemos valernos de rela-
ciones trigonométricas sobre el diagrama. En z = 0 las exponenciales son todas iguales,
ya que por aplicacion de las condiciones de frontera en la interfase, como hemos visto,

ei(kccx+kyy7wt) _ ei(k;x—l—k;y—wt) _ ei(k;’x-i-k’y’y—wt)

de modo que escribiremos simplemente ¢*0:

Ei = (AH COS 9, AJ_, —A” sin 9) €i()
E, = (—R” cosf, Ry, —Rsin 0) ¢'0
E; = (Tjcos¢, Ty, ~Tsin¢') eV

para escribir H se necesitan los vectores k involucrados
k = n% (sin 6,0, cos )
K = n’% (sin@’,0,cos )
kK" = n% (sin 6,0, — cos )
haciendo los correspondientes productos vectoriales se encuentra

1 .
Hi = n— (— COS GAL, AH,Sin GAL) 610
je

1 ,
H, = n— (cos OR,, R,sin GRJ_) et0
uc
1 .
H = »n— (— cos Q/Tj_,ﬂ‘,SinelTJ_) ¢’V
e
Advertencia: por ser los vectores de onda reales las relaciones trigonométricas A -k =

R -k” = T -k’ = 0 implican que tanto la parte real como la imaginaria de A, R, T son
perpendiculares a k.
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Ya no hay més que llevar todo esto a las condiciones de frontera 5.1.0btenemos un
sistema de ecuaciones en las componentes | y || de las amplitudes A, R, T:

(A” — RH) cos) = Tjcos 0
Al+R, = Ty
n(AL +R;)cos® = n'T| cos®
n(A+R)) = n'T)
Son cuatro ecuaciones, dos para las componentes paralelas (la primera y la cuarta) y dos

en las que s6lo aparece la componente perpendicular (segunda y tercera). La evolucién
de ambas componentes es independiente.

5.3.2. Férmulas de Fresnel

El coeficiente de reflexiéon perpendicular 7| es la magnitud que liga R, con A, . En
concreto,

ncos@® — n' cos &’

ncosf + n' cosd
_ sn (0" —0) A
sin (0" + 6)

ky — K,

ket kLT

= 1A

la definicion del coeficiente de transmision perpendicular, t |, es como sigue

T = 2n cos 6

ncos + n’ cos &’ L
B 2cosfsin b’
T o sin(0+6) "
2k,

A
ke + kL
= t1A)

Para las magnitudes segin la direccién paralela

R - n’cos@—ncosH’A”
n’cos @ + ncosf

tan (6 — 6")
= Al
tan (0 + ¢')
n’2k'z _ n2k,/
n/2kz +n2ké ”
= 74
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2n.cos

T, = A

I n/ cos + ncos @’ I
2sin @ cos 0
= = 4
sin (6 + 0") cos (6 — 6")
2nn'k,
n/2kz +n2k,lz ”
= {4

No hay que memorizar estas relaciones (férmulas de FRESNEL) pero si qué operaciones
llevan a ellas y las conclusiones que permiten establecer. Vamos a estudiar los diferentes
casos que pueden presentarse.

Incidencia normal

En incidencia normal § = 0y 6/ = 0 y los coeficientes valen

n—n'
T = —_—
+ n—+n
n' —n
TH = n + n/
P 2n
L n+n
2n
W=
se puede observar que r| = —7r, y que {; = t,. En la incidencia normal el plano de

incidencia no estd definido (el vector de ondas y el normal a la interfase coinciden en
direccién) y las ecuaciones responden diciendo que no hay direccién privilegiada, lo que se
refleja en los coeficientes de transmisién. El signo negativo de los coeficientes de reflexion
depende de la forma de escoger el sistema de referencia (paralelo, perpendicular). Un
dato: sin =1y n’ = 1.5 en incidencia normal se tiene

TH = —Tr] = 0.2
tH t; =0.8

Caso n’ > n de la incidencia oblicua, dngulo de Brewster

En este caso los coeficientes de reflexién y transmision en funcién del dngulo de in-
cidencia tienen el aspecto de la figura 5.6. El comportamiento complementario de los
coeficientes de reflexién y transmision es justificable en virtud de la conservacién de la
energia, y comprobable observando a través de un vidrio un objeto adyacente a nosotros
y otro al otro lado, en los dos casos de la figura 5.7 (incidencia normal y rasante). Dicho
de otro modo, un vidrio normal se puede utilizar como un espejo perfecto en incidencias
préximas a la rasante (aunque es impréactico).
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coef

0.25 0.5 0.75

Figura 5.6: De arriba a abajo, t|,t 1, 7,71 (coef) en funcién de 0 (q). @ = 7 es la incidencia rasante
(transmisién nula), 6 = 0 es la incidencia normal. Para el gréfico se ha tomado % = %

MAL

MaL BleN

(a) (b)

Figura 5.7: La intensidad con que un observador percibe las imagenes de A y B depende del dangulo
de observacién.
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Al

<
7

Figura 5.8: A en funcién de A. El dngulo « se llama acimut.

Hay un coeficiente cuyo valor pasa por cero para cierto dangulo, que denominaremos
dngulo de BREWSTER y denotaremos 0p. Es el angulo para el que 7 (0p) = 0. Si retor-
namos a la expresion de | obtenemos la siguiente condicién para 0p

n’ cosfp = ncosfy

que debe verificarse junto con la ley de SNELL. Si imponemos el cumplimiento de ambas

obtenemos ,

n
tanfg = —
n

Si 7 = 0 entonces R = 0, de modo que en dngulo de BREWSTER la luz reflejada siempre
tiene polarizacién rectilinea y completamente perpendicular al plano de incidencia, in-
dependientemente del estado de polarizacion de la luz incidente. Tenemos, por lo tanto,
un método para construir luz rectilineamente polarizada incluso a partir de luz natural.
Por otra parte, la determinacién del angulo de BREWSTER equivale a la determinacion
de un indice de refraccién conocido el otro.

En general, cuando n’ > n los coeficientes de reflexién o transmisién son nimeros
reales, de modo que el desfase sélo puede ser de 0 o m. Como consecuencia, si la luz
incide con polarizacion rectilinea, se transmite o se refleja con polarizacion rectilinea.
Pero el acimut de la luz transmitida o reflejada serd, en general, distinto del de la
luz incidente, en virtud de las relaciones entre coeficientes perpendicular y paralelo. El
cambio de acimut depende de los indices de refraccién involucrados, por lo que se puede
utilizar para disenar dispositivos para la medida del indice de refraccién.

Caso n’ < n de incidencia oblicua, reflexiéon total

En este caso los coeficientes de reflexién se hacen 1 antes de la incidencia rasante (para
0 =0c). O¢ se llama dngulo critico y se cumple nsin o = n’

El problema es que para # > 6 no podemos conocer #’ y por lo tanto no podemos
calcular los coeficientes de reflexién y transmision con ayuda de las férmulas de FRESNEL.
Ya que se llama reflexion total al fenémeno, jse cumple T = 07. Las ecM y sus condiciones
de frontera dicen que no, puesto que deberia ser ademas de T = 0, R = A = 0 y eso
significa que no hay ondas por ningin lado.

Debemos retornar al planteamiento matematico del problema. Interpretemos la refle-
xion total desde el punto de vista de los vectores de onda; para 6 > 0¢

w w

/ . !/

k, =k, = —nsinf >n' —
c c
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coef
2.5
2
1.5 //
1
0.5
010203 64050.6 0.7 1

Figura 5.9: De arriba a abajo, #,t,71,7.

es decir, que una componente del vector de ondas tiene que ser mayor que su mddulo.
Esto sélo lo podemos abordar incrementando el médulo, es decir, adoptando un vector
de ondas complejo.

k'C = k' +ia
2
1) 2 W
k a“ = =z

Las ondas transmitidas y reflejadas no son superposicién de ondas arménicas con vector
de ondas real, sino complejo. Y las condiciones de frontera nos daran los valores de parte
real y la imaginaria. Las ondas serdn arménicas “planas”, con el sentido de “planas” que
ya ha sido explicado y que aparece cuando el vector de ondas es complejo (ondas planas
inhomogéneas). Matematicamente para la onda transmitida y reflejada respectivamente:

E, = Tele ™t

B, — Reld T
Hay que reconstruir toda la solucion del problema, para lo que vamos a dar los principales
pasos. Se llevan estas dos expresiones a las condiciones de frontera donde el k. por

ejemplo se determina a partir de la igualdad de las exponenciales sobre la superficie de
discontinuidad (como antes). En z = 0 se tiene

k, -r=k-r

con lo que k, = ki, y ky, = k(’:y (componentes tangenciales continuas). El plano de
incidencia es zz. Por la eleccién de ejes ke, = 0 (el vector de ondas esta en el plano xz).

/ .
ky, +a, =0
que vale por dos ecuaciones
o
Ky, 0
/
a, = 0
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Figura 5.10: Plano xz y vectores k, k'’ y a’ en reflexién total.

de modo que se puede decir que k’,a’ estan en el plano de incidencia. En lo que toca a
kCLU

w
. .
K, +ial, = n—sin 6
c

de donde

a =0

w .
k. = n=sin@
c

Ya no podemos obtener mas informacion de las condiciones de frontera. Ademaés de esto
sabemos que, por las ecMm, se ha de verificar

2 2

w w
kf _ nfj _ n’2—2

c c

de donde

2

w
k/2 - a/2 — /272

c

k-a = 0

a’ = 0 es solucién, pero no nos sirve para la reflexién total. Pero a’ sélo puede tener
componente z y k’ s6lo puede tener componente z (se deriva de las condiciones)

/ /
a = ayu,

w
kK = Kk = ne sin fu,,
de donde a, = £+/n?sin®§ — n'?. La expresién para la onda transmitida queda
E; = Tefa’zzei(kxfwt)
Conclusiones de los resultados obtenidos para el caso de reflexién total:

= Hay onda transmitida ya que E; # 0 del otro lado de la discontinuidad de in-
dice: es una onda plana inhomogénea que wvive pegada a la discontinuidad (onda
evanescente), porque se ateniia exponencialmente con la distancia y no sobrevive
mis alld de unas pocas longitudes de onda. Si calcularamos la media del vector de
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o4

POYNTING obtendriamos que la fase y la energia se propagan por la superficie de
discontinuidad.

(8), =0

(no hay ningin flujo de energia ortogonal a la interfase).

Tenemos la dependencia espaciotemporal de la onda ;qué hay de la amplitud T?.
Ahora tenemos una “ortogonalidad™: se verifica k/,- T = 0, pero no podemos apro-
vechar esto para decir que T L k/, ya que T serd en general un vector complejo. En
general habria que aprovechar la condicién expuesta en la forma (k' + ia’) - T = 0,
pero no lo vamos a hacer. Escribiremos directamente la solucién (férmulas de FRES-
NEL).

k., — k.,
T RE
= 2k,

k,+ k.,

k.n'? — k! _n?

/’" s —
I k.n'?2 + k! .n?

su estructura es similar en los casos r1,t,, ), pero poniendo el subindice ¢ a las

componentes de la onda transmitida. Sin embargo ? se escribe en funcién de los
campos magnéticos (a diferencia de los otros 3) y su escritura si varia:

oo Hu 2n?k,
= Hy,; - n/2]€z+n2kéz

los detalles de este calculo se encuentran en [Cabreral. Utilizaremos principalmente
las relaciones para los coeficientes de reflexion.

Los coeficientes de reflexiéon son complejos, ya que k.., es complejo:

w
k, = n—cosf
c

W .
k. =i=—/n?sin?0 — n’2
c

Las cosas quedan
ncosf —iv/n?sin? 0 — n'?
ry =
ncosf +iv/n?sin? @ — n'?

como el numerador y el denominador son complejos conjugados se cumple la im-
portante relacién

il =ry =1
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lo que permite escribirlos como?
T = e“sH
r. = ot
con | y 6, por determinar
;91 ..
e' 2 cos%Jrzsm%l
L= 5 .
e~ Cos % — ¢sin %
lo que nos permite obtener la tangente
22 n’\2
5. sin® 6 — (g)
tan — = —
2 cos 6

pero lo que verdaderamente nos sera util es

. 7 2
61 — 9 cosf4/sin” 6§ — ()
tan = —5
sin” 0
= Lo importante: nimeros complejos de médulo unidad y cambio del estado de pola-

rizacion: la luz con polarizacién rectilinea se convertird en general en elipticamente
polarizada, dependiendo de la diferencia de fases de la férmula anterior (por eso la
hemos deducido).

= Ya tenemos modos de obtener las polarizaciones que queramos: la incidencia en
angulo de BREWSTER nos da polarizacién rectilinea, la reflexién y transmisién
normales nos dan cambios de acimut dentro de la polarizacién rectilinea y la re-
flexién total nos da polarizacién eliptica. Sin embargo, encontraremos métodos
mas comodos para obtener el estado de polarizacién que se desee en el desarrollo
posterior de la asignatura.

5.4. Relaciones energéticas: reflectancia y transmitancia

Esperamos obtener la conservacién de la energia. Vamos a estudiar casos de no reflexiéon
total: se cumple o bien n < n/ o bien n > n/ con 6 < . Si estamos interesados en un
balance de energias? debemos calcular promedios temporales del vector de POYNTING
(potencia por unidad de drea) y compararlos. Trabajamos con oap E = Egelk r—wi) y

3atencién en la bibliograffa al convenio de signos en la exponencial compleja: las férmulas posteriores
dependen de ese convenio.

4Como consideraremos un estado estacionario, la conservacién de la energia debe entenderse como igualdad
del flujo que entra en una zona con el que sale de ella, no como igualdad de la energia “antes” y “después”,
sino como balance espacial: caracterizacién de la distribucién de la energia en el espacio -rojo.
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<S¢y
S0

<S4

Figura 5.11: Paso de un medio caracterizado por n a uno caracterizado por n’

para ellas hemos calculado ya una expresién de (S) (en medios homogéneos e isétropos

de indice n):
1 €0 2
S)=-,/—n|Ey| u
8) = 5/ n Bl w,

Un detalle a tener en cuenta es que la variable relevante es sélo la componente normal
a la interfase del vector de POYNTING. La energia que va a ser repartida entre onda
transmitida y reflejada es la que incide sobre la superficie, y ésa es la que corresponde
a la componente normal a la superficie. Lo que nos interesa es la irradiancia sobre
la interfase, la potencia que incide sobre ella. Si N es un vector unitario normal a la
interfase:

(S) -N=(S),

no queda méas que calcular. Para las ondas incidente, reflejada y transmitida, respecti-

1
(Si).] = 5/ ncost|AP
2V po
1 €0 2
S:).,| = =z4/—ncost R
1(Sr). | 2\ g R
1
SOl = =/ 20 cost |T|?
2V ro

CRP |80,
A2 T [(80).]

vamente:

Reflectancia

Transmitancia

_ weost [T [(S0),

ncosf |A[*  [(Si).|
Tal como estéan definidas estas magnitudes dependen no sélo de n,n’, 0, 6’, sino también
del estado de polarizacion. Para encontrar magnitudes que sean independientes de él
se definen reflectancias y transmitancias paralelas y perpendiculares de modo indepen-
diente. Por ejemplo, para la reflectancia, definimos el dngulo «; mediante las siguientes
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dos ecuaciones («; es un acimut, e indica la relacién entre la cantidad de luz paralela y
perpendicular que lleva un estado de polarizacién):

‘A”‘ = |A|cosq
|[AL] = |Alsing

eso nos permite reescribir la reflectancia como

2 2 2 2 2
_IRE B R R o BUP
= 5 = 5 5 = 3 o; + 5 SI”

|A Y] =< X i 7 1Y 1A, |
cos2 a; sin? o I

pero como la componente paralela reflejada es proporcional a la componente paralela
incidente y lo mismo para la perpendicular, cada uno de los términos solo depende de la
discontinuidad de indices. De modo que se definen

reflectancia paralela

2
R
Ry = }A”L = ||’
4]
reflectancia perpendicular
IR.|” 2
AL

transmitancia paralela

T n' cos @’ ‘t ‘2
I ncosf !l
transmitancia perpendicular
n'cosf
T = —— [t
n cos 6

La generalizacién a reflexion total depende de que el vector de POYNTING no tiene
componente normal, luego no hay energia que abandone la superficie:

(S)). =0 = T =0

y R =R, = 1. Toda la luz que incide se refleja’.

®La aparente paradoja se resuelve si consideramos por una parte que se trata de una relacién entre flujos de
energfa, y el flujo entrante (transportado por la onda incidente) iguala el flujo reflejado (transportado por
la onda reflejada) y por otra, que se trata de un promedio temporal, luego funcionarfa aproximadamente
para ondas no armodnicas, que son aquellas para las que existe verdaderamente un “proceso” de reflexién
transmision en el sentido de que llega una onda a la interfase y se divide en dos y todo acaba poco tiempo
mas tarde -rojo.
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Ahora esperamos obtener alguna ligadura entre reflectancias y transmitancias que dé
cuenta de la conservacién de la energia: por cédlculo directo se puede demostrar que se
verifican estas dos leyes de conservacién

Ry+7) = 1
R +7, =1

que se combinan para dar R + 7 = 1, dicho de otro modo

[(Si).| = [(Se).[ +1(Sr).|

5.5. Direccidn, frecuencia, amplitudes y energia cuando un
medio es absorbente

Hasta aqui todo lo que hemos hecho en este capitulo parte de la consideracion de que
los dos medios en que se propaga la onda son completamente transparentes, x = 0.

En esta seccién vamos a echar un vistazo a lo que ocurre cuando uno de los medios
deja de ser transparente. Veremos que el problema se complica, y, ain asi, es de capital
importancia, pues sabemos que el proceso de radiacién—absorcién en los atomos implica
pérdidas de energia. Intentaremos, como en las secciones precedentes del capitulo, carac-
terizar las ondas producidas al atravesarse la interfase, para lo cual es necesario conocer
su direccién, frecuencia y amplitud.

El primer medio queda caracterizado por un indice n real y el segundo por uno com-
plejo, n... ;Cémo se harfa?. De modo parecido al caso anterior, pero esta vez no podemos
buscar soluciones al problema en el segundo medio como ondas planas con vector de
ondas real. Por ejemplo

E; = r]:wei(k’C ‘r—wt)

Esto lo llevamos a las condiciones de frontera, de donde por independencia lineal de las
exponenciales se tiene que sobre la superficie de discontinuidad (z = 0) se ha de verificar
la igualdad

k. .-r=k-r

es decir

k., = ki +ial
! / - ! _ _
key = ky+ia, =k,=0

(sobre el plano de incidencia k, = 0). Usamos estas dos ecuaciones para precisar valores
y obtenemos

k', a' estdn en el plano de incidencia.

w

/ .

ky =ky =n—sind
c
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donde 6 es el dngulo de incidencia. a/, = 0, y por tanto a’ = a,u,. En cuanto a k/,
tenemos

w .
k' =k,u, + n sin 6 u,

Las ecMm aportan las relaciones

w
K2 a2 — i (n'2 _ /42)
c
2
w
k'-a = Z=nk
2

que determinan los factores k. y a, (ver [Cabrera]). Lo que es importante es que el
vector de ondas de la onda refractada queda especificado por completo y de manera
Unica. Para resolver completamente el problema necesitariamos calcular las amplitudes
de las ondas reflejada y transmitida. Es un cédlculo trabajoso del que sélo comentaremos
alguna consecuencia:

» Las expresiones para los coeficientes de reflexién siguen valiendo, si donde haya &,
ponemos k.., y donde haya n’ ponemos n... El resultado es

2 21.1
nik, —nk,,

T 2k, +nk,
kz — kéz
e Sy

estos coeficientes de reflexién son complejos (por culpa del vector de ondas y del in-
dice de refraccién). Esto ocurre para cualquier dngulo de incidencia. Lo interesante
es que podemos cambiar estados de polarizacion anadiendo desfases por reflexiones
con medios absorbentes. De hecho hay una técnica de medida de indices de refrac-
cién que se basa en el estudio de los cambios de polarizacién en las reflexiones de
ondas sobre medios de indice desconocido.

» Para las reflectancias (pero no para las transmitancias) también valen las relaciones
que ya hemos encontrado para los medios transparentes:

2
R = |n
Ri = |rif
Caso particular: incidencia normal (¢ = 0)

Para la onda incidente k = k,u, = n%uz. Con esta eleccion de ejes el plano de la
discontinuidad es el xy. Las componentes x e y se conservan

ke = K., =0
ky = k=0
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(http://fig.alqua.org)

Figura 5.12: Incidencia normal de un medio de indice n € R a otro de n/, = n' + ix’.

n K

Al 1.44 523
Hg 1.60 4.80

Cuadro 5.1: Un ejemplo con dos conductores (metales) para el doblete amarillo del Na: A = 589.3nm

lo que implica k), = k; = a;, = aj, = 0. El vector de ondas de la onda transmitida

sélo puede tener componente z: kK., = (k. + ia,) u,. Para obtener las partes k, y a’, nos
valemos de las ecMm, de las cuales se obtiene
2
2 _ %
kc =N¢ 072

de donde separando en parte real e imaginaria

w

/ !

kK, = n'—

c

w

a/z = k=

c

y

n +ik —n
nN=-TL = —————
I n' +ik' +n
/ 22
(n—n)"k

(0! +n)? + K2

Si n = 1 la reflectancia aire—aluminio es 0.83 (83 % de energia reflejada) y la aire—
mercurio 0.78.

= Hay que observar que incluso en incidencia normal los coeficientes de reflexién son
complejos.

= Los coeficientes de reflexién son muy altos. A modo de ejemplo valga un vidrio de
n = 1.5, que tiene coeficiente de reflexion de ~ 0.2, es decir, una reflectancia de en
torno al 4 %.

= Las reflectancias crecen con «’. Es decir, los medios mds absorbentes son también
mas reflectantes.
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6 Aproximacion de onda localmente plana:
Ooptica geométrica

6.1. Planteamiento

El objetivo de este breve capitulo consiste en tender puentes entre la 6ptica electro-
magnética (OE) y la dptica geométrica (OG). La OE debe contener la OG como forma
aproximada de resolver algunos problemas relativos a la propagacién de la luz. Durante
este capitulo nos limitaremos a medios isétropos y transparentes para dar un tratamiento
sencillo. Por lo tanto, n € R. De otro lado, los medios serdn en general inhomogéneos:
n = n (r). Consideraremos solamente la propagacién de ondas armdnicas, cuya expresion

general es '
E (r,t) = A (r) 9t

en consecuencia podremos hablar de fase y frente de onda. Si en cada punto del espa-
cio consideramos un pequeno volumen V', como muestra la figura, las condiciones de
aplicabilidad de la OG se pueden resumir en lo siguiente:

» 7 (r) aproximadamente homogéneo en V.
» A (r) aproximadamente homogéneo en V.

» Vg (r) (el gradiente de la fase) aproximadamente homogéneo en V.

Al pequeiio volumen V le exigimos no obstante que respete V > A3, por lo que las
condiciones se pueden expresar de otro modo diciendo que la longitud de onda debe ser
pequena frente a las distancias en las que n (r), A (r) y Vg (r) varfan apreciablemente.

La OG funcionard tanto mejor cuanto menor sea la longitud de onda. Pero eso no
impide que el modelo de la OG cubra una gran parte del espectro. Por ejemplo, la

Figura 6.1: El vector r corresponde a un punto del volumen y el r’ parametriza todos los otros puntos
del volumen de modo relativo a r. Se cumple quer +1’' € V.
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longitud de onda del visible, desde el pto de vista macroscépico es todavia muy pequena.
Las condiciones que acabamos de exigir se dan pues en un nimero elevado de situaciones
practicas. Si se cumplen las condiciones la OE conduce a la descripcién geométrica de
modo natural.

6.2. De las ondas a las trayectorias

6.2.1. Objetivo

La descripcién geométrica esté caracterizada por dos nociones fundamentales a las que
vamos a tratar de llegar de modo deductivo partiendo de la descripcion electromagnética:

= la idea de rayo. Nuestro primer objetivo serd demostrar que podemos hablar de
trayectorias para la luz. Relacionar ondas y rayos constituye un logro nada trivial.

= el indice de refraccion determina completamente las trayectorias posibles. Nuestro
segundo objetivo serda comprobar que las trayectorias de la luz verifican el principio
de FERMAT. Dicho de otro modo, convertiremos en teorema el principio de FER-
MAT. Lo que llamamos trayectorias son extremales de camino 6ptico. El teorema
de FERMAT dice que alli donde el indice es continuo los rayos verifican la ecuacién
de las trayectorias y alli donde hay discontinuidades verifican la ley de SNELL, de
modo que tenemos que probar estos dos hechos para dar por demostrado el teorema
de FERMAT.

En sintesis, se trata de reducir una axiomatica elegante, expresada en forma de principio
variacional (principio de FERMAT), a un caso especifico de una teoria de axiomatica mas
complicada pero también més potente (las ecuaciones de MAXWELL).

6.2.2. Nocién de trayectoria

Veamos cémo se comportan en el volumen V' los pardmetros A y Vg si se cumplen las
condiciones de validez de la OG:

» Empecemos con la amplitud A (r +r’) por su homogeneidad, A ~ A (r) (no de-
pende de 1’).

» Para g (r + r’) podemos hacer un desarrollo en serie de potencias de r’, pues cono-
cemos un dato de su gradiente: es homogéneo en V'

g(r+r)=g(x)+Vg(r) r'+...

La aproximacién consiste en no considerar los términos que van en las derivadas
del gradiente, pues éste es aproximadamente constante.

Por tanto en V' se cumple

E (r +71, t) ~ A (r) e'9(r) ik x'—wh)
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6.2 De las ondas a las trayectorias

Figura 6.2: La aproximacién depende del punto, pero en cada punto la onda es aproximable por una
oap.

EMENT hAYDS
ot
ONDA

Figura 6.3: Rayos y frente de onda.

donde definimos el vector k = Vg (r). La expresion obtenida dice que dentro de V' la
onda es arménica y plana. La amplitud A (r) e (*) de esta oap es constante en V, porque
no depende de r’. También se puede decir que k es una funcién vectorial homogénea en
V.

Las condiciones que estamos imponiendo equivalen a decir que la onda es aproximable
por una onda plana, pero también que dentro del volumen el indice de refraccién es
aproximadamente homogéneo: n (r +r') ~ n (r). El medio es localmente homogéneo y
globalmente inhomogéneo.

Sabemos de las oap en medios homogéneos que tanto la fase como la energia se pro-
pagan segun el vector de ondas. No habra ambiguedad cuando digamos que la onda se
propaga en la direcciéon del vector de ondas, puesto que todas sus propiedades asi lo
hacen. Con esto ya podemos decir qué es un rayo. Tomamos una seccion transversal
infinitesimal de frente de ondas y aproximamos la onda alli por una onda plana. Pero
el vector de ondas va cambiando suavemente con el punto, manteniéndose siempre el
caracter de onda plana.

Rayo lugar geométrico de la progresion de una seccién transversal infinitesimal del frente
de ondas.

La onda se convierte segin esta definicion en un haz de rayos. Al alcanzar la nocién de
rayo hemos cubierto el primer objetivo que nos habiamos fijado.

Observaciones

1. Por construccion, los rayos son perpendiculares a los frentes de onda.
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2. Por construccién las trayectorias tienen la propiedad de que en cada punto el vector
de ondas k (r) es tangente a ellas.

6.2.3. Ecuacién de las trayectorias

Definimos una nueva cantidad, £ (r), a través de la relacién
g(r)=
con esta expresion para la fase el vector de ondas queda
w
k(r) = Vg (r) = VL (x)
c

las ecMm aplicadas a una onda aproximadamente plana en un medio aproximadamente
homogéneo dictan que

w
k()| =n(r)—
c

de suerte que obtenemos la ecuacion eikonal
VL (r)] =n(r)

en muchos textos la aproximacién que hemos explicado se encuentra bajo el nombre de
aprozimacion eikonal. Estamos listos para demostrar la ecuacién de las trayectorias, que
es la ecuacion diferencial siguiente sobre el pardmetro de arco s

d dr

Para hacerlo hay que observar que % es tangente y unitario y por lo tanto debe ser

proporcional a k. Es decir
dr k A
— = = =-VL
ds |K] “n n

o bien

dr

Derivamos respecto al pardametro de arco ambos miembros y

d dr d
s ("a) 4k

intecambiando el orden de las derivadas
d dr dc
a () =¥ (&)
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Figura 6.4: Rayo que encuentra una curva que marca una discontinuidad de indice.

donde se puede aplicar la regla de la cadena para obtener

ac dr
s - VG

1 2

= (VL)
ac

queda demostrada la ecuacién de las trayectorias segtin las hemos definido més arriba.

6.2.4. Interpretacion

Vamos a integrar la dltima ecuacién (6.1)

ra

L(ry) — L(r1) = / nds
ry

En el lado izquierdo tenemos una funciéon proporcional a la diferencia de fases de la
onda. En el lado derecho tenemos lo que en el contexto de la OG se llama camino dptico.
Lo que dice la ecuacién es que en este nivel de aproximacién diferencia de fase equivale
a camino éptico. De modo que para calcular cambios de fase no hay mas que calcular
el camino éptico recorrido por el rayo. Otra forma de verlo es recordar que el camino
6ptico sirve para definir los frentes de onda en OG (como superficies de igual camino
6ptico). Ahora podemos tranquilamente, dentro de la aproximacién que hemos tomado,
identificar los frentes de onda electromagnéticos con los frentes de onda geométricos.

6.2.5. Trayectorias en una discontinuidad de indice

Para acabar de demostrar el principio de FERMAT nos falta por comprobar qué ocurre
en una discontinuidad de indice. El problema es que la discontinuidad de indice supone
una variaciéon de indice brusca en distancias del orden atémico < A, lo que invalida
las aproximaciones necesarias para la OG. La solucién es hacer aproximaciones de onda
localmente plana a ambos lados de la discontinuidad y “soldarlas”. Si la superficie de
separacion cumple las condiciones de diferenciabilidad que aseguran que es localmente
aproximable por una recta, podemos echar mano del resultado del capitulo anterior. Se
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[

Figura 6.5: Creacién de una oap (haz de rayos paralelos) mediante una lente delgada infinita y una
fuente puntual monocromatica. El camino 6ptico es reversible (reparametrizacién).

formaran dos oap, una reflejada y otra transmitida. La ley de SNELL que alli encontramos
es la misma que se verificaba en la OG. Lo que en OG era vector tangente a la trayectoria
es aqui vector de onda.

6.3. Conclusiones: ondas y rayos

Los dos hechos demostrados equivalen completamente al principio de FERMAT, que
queda demostrado a partir de la OE, es decir, a partir de las ecuaciones de MAXWELL.

Relacién entre ondas y rayos

Siempre que se den las condiciones de aplicabilidad de la OG podemos pensar en la
onda como una colecciéon de rayos, lo que puede ser de utilidad practica.

Para una oap en medio homogéneo tenemos un haz de rayos paralelos. Esto es exacto,
porque en un medio homogéneo el indice no varia, la amplitud de una oap es siempre
constante, y el vector de ondas es constante. De modo que en este contexto “haz de
rayos paralelos” y “oap” son completamente equivalentes. Esta consideracion permite
imaginar un procedimiento de generacién de ondas planas como el de la figura. Podemos
interpretarlo diciendo que las lentes delgadas establecen una correspondencia entre ondas
planas y puntos. Por ejemplo, una lente delgada convergente permite contar el niimero
de ondas planas en un haz de luz (= nimero de puntos en la pantalla).

i Existen los rayos?

Lo que hemos hecho nos permite considerar una onda como una coleccién de rayos.
Pero hasta ahora no hemos dicho nada de la existencia un rayo. ;Se pueden observar
rayos en la practica?. Podemos suponer que cuanto més pequena sea la abertura (figura
6.6) més se parecerd la luz emergente a un verdadero rayo. Pues no. Cuanto mas se cierra
el orificio, menos se parece la luz emergente a un rayo: es el fenémeno de la difraccion.

El angulo del cono de luz que se crea es 6 « % donde R es el radio de la abertura. De

modo que no se pueden conseguir rayos con precisién arbitrarial.

lesto es, rayos matematicos, o una buena aproximacién de éstos. Si queremos un chorro de luz no diver-
gente tenemos que transigir con el didmetro del orificio, pero entonces la seccién transversal ya no es
infinitesimal. . .
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FALSO | VERDA bE RO

Figura 6.6: Pesquemos una seccién transversal infinitesimal, es decir, un rayo.

La difraccién ocurre porque debemos mutilar la onda: introducimos variaciones bruscas
en los parametros que caracterizan la onda, ya que si se observara un rayo matematico la
amplitud detras del agujero pasaria de un valor finito a cero, de modo que nos alejamos
del 4mbito de aplicacién de la OG (A (r) homogéneo en AV).

En una interpretacién microscopica, los atomos en el orificio reemiten formando una
onda que ocupa toda la region posterior al orificio pero cuya amplitud sélo es significativa
en el dngulo # que hemos senalado (por algin criterio que se especificard més adelante).
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7 Medios anisotropos

7.1. Introduccién

Este es el tema més dificil del curso. El libro de la bibliografia que més se aproxima
al desarrollo que vamos a hacer aqui es el | |. A continuacién vamos a ver por qué
es interesante (justificacion) y cémo abordar el problema (planteamiento).

7.1.1. Justificacion: anisotropia natural e inducida

Para medios isétropos supusimos la existencia de una fuerza recuperadora a nivel
molecular proporcional a la separacién entre cargas

Fin = mw%r

Ya dijimos que la linealidad no implicaba que wg fuese un escalar. De hecho, sélo serd un
escalar si la direccién en que produzcamos la separacion de cargas es indiferente, esto es,
si los efectos de un campo eléctrico aplicado son igualmente eficaces separando cargas
independientemente de su direccién. Si ocurre asi, segiin la deduccién que hicimos, €gye
serd también un escalar en la expresiéon P = egxE, y F | r implicard naturalmente
P| E.

Imaginemos ahora el caso de una molécula biatémica. Vemos claramente que hay una
direccién intrinsecamente privilegiada en un material cuya estructura microscopica es de
este tipo (figura 7.1, b). Un mismo campo serd mds eficaz deformando la nube electrénica
en una direccion que en otra.

@) (&)

Figura 7.1: Significado microscépico de la isotropia. a) la perturbacién originada por un campo sobre
un atomo es igualmente eficaz en todas las direcciones (isotropia microscépica). b) la
perturbaciéon sobre una molécula diatémica es mas eficaz en unas direcciones que en
otras (anisotropfa microscépica).
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©)

Figura 7.2: Diferentes modos de inducir la anisotropia en un material. a) efecto electrodptico b)
magnetodptico c¢) fotoeldstico.

Ahora se cumplen las siguientes relaciones, donde el gorro denota una matriz (que
introduce la dependencia de la direccién).

Fine = Mr
P = )A(eEOE
D = ¢(1+x)E=¢E

los parametros M ,Xe V € tienen ahora caracter tensorial'. Como consecuencia de ello,
los indices de refraccién dependeran del estado de polarizacién (direccién del campo).
Nos llevard un cierto tiempo (y muchos célculos) cuantificar esta dependencia.

Imaginemos un medio hecho de moléculas anisétropas como las de la figura 7.1, (b).
Si estan distribuidas de modo aleatorio, los promedios espaciales haran que el medio
sea macroscopicamente isétropo (pej, el aire). Para obtener medios macroscépicamente
anisétropos debemos pensar en configuraciones mas rigidas (que mantengan las moléculas
orientadas en la misma direccion). Es decir, liquidos, pero, sobre todo, sélidos cristalinos.

La anisotropia de los cristales podriamos llamarla de origen natural. Pero nosotros
podemos crear anisotropias inducidas. Por ejemplo, si aplicamos un fuerte campo eléc-
trico estacionario a ciertos medios, los convertiremos en anisétropos por alineacion de
momentos dipolares eléctricos. Lo mismo si se trata de un campo magnético estaciona-
rio. Pero también podemos causar anisotropia por medios mecanicos, como presiones o
estiramientos (figura 7.2, ¢). En conclusion, la anisotropia se puede controlar a voluntad
(siempre que no haya histéresis), por variados medios.

7.1.2. Planteamiento

Vamos a considerar solo el caso de medio anisétropo mas sencillo. Esperamos que el
caso mas general sea méas complejo, pero no mas complicado.

= medios no magnéticos, = uyg.

1Omitiremos en lo que sigue la distincién notacional entre la matriz identidad, 1 y el escalar 1.
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7.2 Matriz dieléctrica

= medios homogéneos.
= medios dieléctricos, o = 0.
= medios transparentes.

Haremos una descripcién en oap y caracterizaremos su propagacion a partir de las ecMm.
Para averiguar en qué se traduce la transparencia, tenemos que investigar el efecto de
esta propiedad sobre la matriz dieléctrica.

7.2. Matriz dieléctrica

Si a un medio transparente isétropo le corresponde una constante dieléctrica que es un
escalar real para caracterizar un medio transparente anisétropo se necesita una matriz
hermitica. Veamos por qué.

Transparente significa que toda la energia que entra en un volumen V sale de éL
Llamaremos Y a la superficie cerrada que confina V. Para formular cuantitativamente
que toda la energia que entra sale hacemos la integral de superficie

/an-<s>ds=o

(ny es el vector normal a al superficie y ds un elemento diferencial de ella). Cualquier
superficie debe cumplir esta condicién, que por el teorema de GAUSS se reduce a

V-(S)y=0
el promedio del vector de POYNTING vale, para ondas armonicas
() = LR{EAH)
Procedamos por partes. Utilizando una igualdad vectorial
VIEAH")=H'VAE -EV AH"
y los rotacionales

VAE = iwuH
VAH = —iwD

dados por las ecMm obtenemos

V- (8) = 4 E (€r — ex) EnE}
k,l

donde k, [ recorren las coordenadas x,y, z. Esto debe ser cero para toda onda, porque se
trata de una propiedad intrinseca del material, lo que conduce a

€kl = €lk
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es decir e = e la matriz dieléctrica es hermitica (puede tener elementos complejos,

pero debe cumplir esas relaciones). Lo que sabemos es que por ser hermitica, la matriz
se puede diagonalizar a una matriz con elementos sélo reales (autovalores reales) cuyos
autovectores son ortogonales.

7.3. Medios anisétropos transparentes. Clasificacion

= Si algin elemento de la matriz €x; es complejo se dice que el medio tiene actividad
o2
optica”.

= Si todos son reales se dice que el medio no tiene actividad.

Puede parecer que una propiedad fisica como es la actividad optica depende de la base,
pero no es asi. En efecto, antes hemos dicho que toda matriz dieléctrica, por ser hermitica
era diagonalizable a una matriz de elementos reales. Pero no hemos explicado que el
cambio de base necesario puede involucrar operaciones que son algo mas que un mero
cambio de ejes en el espacio geométrico. En efecto, si la matriz dieléctrica que tenemos en
una cierta base tiene elementos complejos para diagonalizarla serd necesario multiplicar
por una matriz unitaria, que a su vez tiene elementos complejos, y que representa un
cambio de base no en el espacio geométrico, sino en el de las polarizaciones. Si la matriz
de que disponemos es en origen real en todos sus elementos, un mero cambio de ejes en
el espacio geométrico sera suficiente para diagonalizarla.

En lo que resta sélo abordaremos el caso de medios sin actividad éptica. Para ellos
siempre podemos encontrar un sistema de referencia en que la matriz sea diagonal.
Diremos entonces que estamos haciendo la descripcién en un sistema de ejes principales.
Entonces, a los elementos de la diagonal (autovalores) se les llama constantes dieléctricas
principales: €., €y, €.. Se definen entonces toda una serie de magnitudes relativas a los
ejes principales (a = z,y, 2):

Ea

» indices de refraccién principales: n, = =

= velocidades de fase principales : vq, = -~
{e3

Las magnitudes principales no pueden ser las tres iguales (el medio seria isétropo), de
modo que se presentan dos casos

= medios bidzicos: las tres diferentes €, # €, # €. y €, # €.

= medios unidzicos: dos iguales.

2que se traduce en el cambio del acimut de la luz linealmente polarizada que incide sobre él.
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7.4 Propagacion de ondas armonicas planas

7.4. Propagacion de ondas armodnicas planas

D = Doei(k ‘r—wt)
H = Hoei(k - r—wt)
E = Eoei(k ‘r—wt)

con Do, Hy, Ey € C constantes y w,k € R constantes (medios transparentes). Nuestro
problema es determinar las relaciones que existen entre estos parametros (por ejem-
plo, relacién entre vector de ondas y frecuencia, o entre vector de ondas y vectores de
intensidad de campo...).

Como siempre, acudimos a las ecMm y el resultado es

k-Dy = 0

k-Hy = 0
kAnEy = puwHy
kAnHy = —wDy

Es decir, D, H, k son mutuamente perpendiculares entre si. Ademéas, E 1 H, pero eso
no quiere decir E 1 k, que en general serd falso. Esto implica que la energia no ird en la
misma direccién que la fase. De modo que

S=EANH

no lleva la misma direccion que el vector de ondas. En lo que sigue estudiaremos siempre
la propagacién de la fase, porque luego a partir de E, H se obtiene de modo sencillo la
propagacion de la energia.

Si reescribimos el segundo rotacional y después sustituimos el valor de Hy que nos da
el primero

Dy = €Eg

1
= ——kAHj
w

1

ejecutando el doble producto vectorial

Dy = —MiQ (k (k-Eo) — Eg (kz))

finalmente el resultado de combinar los dos rotacionales es

(k-Eg) k — K’Eq + uw’éEg =0
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ésto es un conjunto de 3 ecuaciones, que queremos resolver para k y para E. Como son
lineales en Eg, las podemos reescribir con ayuda de una matriz, M (k, €):

M (k,é)Eq =0

para escribir la matriz en la forma mas sencilla posible hay que utilizar como ejes coor-
denados los ejes principales x,y, z. Entonces M es:

(ne)® — k2 — k2 haky Kok
kyks (ny2)® — k2 — k2 ey k-
koks koky (n.2)? — k2 — k2

El Eq debe ser autovector de la matriz con autovalor nulo. Se debe producir que |[M| = 0,
lo que limitara los vectores de onda posibles.

El proceso serd obtener dichos vectores de onda y luego llevarlos a la ecuacion de
autovalores para despejar Eg. Eso equivale a la resolucién completa del problema que
nos habiamos fijado: determinar la propagacién de oap en medios anisétropos.

7.5. Medios uniaxicos

7.5.1. Superficie de vectores de onda. Eje 6ptico

A partir de ahora nos vamos a centrar en medios unidxicos sin actividad 6ptica en los
que, por ejemplo

Ng =Ny = No

Ny = MNe

donde n, se denomina indice ordinario y ne indice extraordinario.

k.2 k2 2
!M|=(k2—(now)2> Pk 2 -
‘ (ne)”  (no?)

Como |M| = 0, se debe anular uno de los dos factores. Si es el primero, el vector de
ondas debe estar sobre una esfera de radio n,%; si es el segundo, sobre un elipsoide
de revolucién de semiejes n.%, n.%, n,% (también se pueden anular ambos factores a la
vez). A las superficies dadas por la condicién de anulacién de M| las llamamos superficies
de vectores de onda. Ambas coinciden (y comparten plano tangente) en el eje z. A ese eje
se le denomina eje dptico. Es el eje donde la constante dieléctrica tiene un valor diferente
al de los otros dos ejes principales.

Imaginemos una onda que se propague en una direccién del espacio. Para dicha onda,
en un medio anisétropo uniaxico, tenemos dos vectores de onda distintos: el que esta
sobre la esfera (onda ordinaria) y el que estd sobre el elipsoide (correspondiente a la
onda extraordinaria). A partir de ahora todos los problemas se nos desdoblan, puesto
que tenemos que caracterizar la propagacién de ambas.

= Para la onda ordinaria, el médulo del vector de ondas |k,| = n,% siempre sera el
mismo. Asf ocurre, también con la velocidad de fase v, = ;=
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Kz

)

Figura 7.3: Esfera y elipsoide de vectores de onda. Dependiendo de n. y n, el elipsoide estard dentro
o fuera de la esfera.

» Para la onda extraordinaria, tomando coordenadas esféricas r, ¢, ¢ (radial, polar,
acimutal)

ke = |ke| (sin ¢ cos pu, + sin ¢ sin pu,, + cos pu,)
Si llevamos esto a la condicién de anulacién del factor correspondiente tendremos

NeNo w

V/n2sin? ¢ + nZcos? ¢ €

kel

Este moédulo tiene simetria de revolucién en torno al eje éptico. Igualmente, pode-
mos preguntarnos por la velocidad de fase

w
Vf = —
77 k]

para la que

2 2 12 2 .2
vy = v sin® ¢ + v, cos” ¢

donde ve = ;= y vy = -
(]

o

Hay dos vectores de onda en todas las direcciones del espacio salvo en la del eje éptico,
donde sélo hay una onda. Para medios bidxicos esto ocurre para dos direcciones del
espacio (los dos ejes 6pticos); en el resto hay dos vectores de onda.

Lo que tenemos que hacer ahora es llevar los dos vectores de onda a la ecuacién de
autovalores y calcular los Eg correspondientes. Para simplificar el problema (reduciéndolo
en una dimensién) vamos a aprovechar la simetria en torno al eje z disponiendo los ejes
x,y de modo que k, = 0. Entonces M queda

ne2)? — k2 — k2 0 0
( c) Yy
0 (ny2)® — k2 oy
0 kzky (nz%)Q B kf’
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7.5.2. Ondas o y e: fase y polarizacion

Onda ordinaria

Si el vector de ondas estd sobre la esfera (sobre el circulo) y no coincide con el eje z
(ky # 0) entonces cumple k + k2 = (no%)2

(no®)® — k2 — k2 0 0 FEox
0 (no2)* — k2 kyk. Eoy | =0
0 k= ky (ne2)? — k2 Eo-

c Yy

por la condicién de onda ordinaria 0 X Fy, = 0, con lo que nos queda como subsistema

(no2)” — k2 ey bz Eoy _
kaky (ne2)® —k2 ) \ Eo-

la condicién necesaria para que tenga solucién es que esta submatriz tenga determinante
nulo, pero eso es contradictorio, porque equivale a decir que el vector de ondas esté sobre
el elipsoide (y por hipdtesis estd sobre la esfera). Por lo tanto se tiene que verificar

Eoy=Ep. = 0
EOx 7& 0

En otras palabras:

» [a onda ordinaria estd linealmente polarizada, vibrando perpendicularmente al pla-
no que contiene al vector de ondas y al eje optico.

= Para la onda ordinaria, Eq si es perpendicular a k: energia y fase se propagan en
la misma direccion. (S) x k.

Esta onda sélo se distingue de la que atraviesa un medio isétropo en que esta obligato-
riamente linealmente polarizada del modo descrito.

Onda extraordinaria

2
ky K _

4 =
2 2
(neg)”  (no?)
es la ecuacién que la define. Vamos a apartar para mas tarde el estudio de la propagacion
seglin el eje 6ptico, por lo que k; # 0. Si llevamos la condicién para k. a la ecuacién de

autovalores y aprovechando la simetria de revolucién, tenemos dos subsistemas (primera
fila y ultimas dos, respectivamente, de la matriz)

(n‘)%)2 _kZ - k2 0 0 Eoz
0 (nof)z — k2 kyk= Eoy =0
0 kxky (ne)® — k2 Eoz

c

se deduce que
FEp. =0
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el subsistema

(nO%)Q - kg kyljz (E0y> -0
k. .k, (ne%) - kf/ Ey,

tiene solucion distinta de la trivial, porque su determinante vale, por hipétesis, 1. Resol-
viendo:
0
Eq x n2k,
_ngky

Conclusiones:

» La luz es linealmente polarizada (campo proporcional a un vector real), y estd en
el plano determinado por k y el eje dptico.

= FEn general Eg L k ya que

k-Ep x (ng — nz) kyk.

-
salvo en el caso k; = ky = 0 (ky lo estamos excluyendo de momento). Dicho de
otro modo, siempre que k sea perpendicular al eje optico, k L Eq, pero solo en ese
caso. La energia y la fase se propagan cada una por su cuenta.

Eje 6ptico

Cuando el vector de ondas estd en la direccién del eje 6ptico, sélo hay una onda (la
ordinaria y la extraordinaria coinciden). Se cumple k, = k; = 0 y k = n,%u,. Esto en
nuestra ecuacién de autovalores significa més ceros en la matriz:

00 0 FEou
00 0 Eoy | =0
00 (ne%)2 Eo.

de donde Ey, = 0y Ey,, Eoy son libres.

Conclusiones:

» Cualquier estado de polarizacion es posible.

= E-k =0 por lo que fase y energia van en la misma direccion.

En este caso particular la onda ve un medio isétropo: si nos movemos por el eje z el
indice en todas las direcciones laterales es el mismo. Es natural que el resultado sea el
mismo que para una oap en un medio isétropo.
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7 Medios anisétropos

Ky K‘f

o1

Figura 7.4: Diagrama de la interfase y las ondas que intervienen.

7.5.3. Refraccion y reflexion: doble refraccién

Vamos a examinar ahora qué ocurre cuando hay una discontinuidad de indice y uno de
los medios es anisétropo. La superficie de separacién la supondremos plana. Para saber
si hay o no ondas reflejada y transmitida debemos preguntarlo a las ecMm. Si las hubiera
les asignariamos una superposicién de oap:

Ei — Aei(k . I‘—wt)
E, = ReiK r+e)
E, = Te& r—w't

Las condiciones de frontera para los campos no varian porque uno de los medios sea
anisétropo. Si las aplicamos obtendremos la igualdad

kr=kK r=k"r
en z = 0 (la interfase),
ky = k. = k;’z'zn%sina
ky=k, = K'=0

(la segunda componente se anula por eleccién de ejes). Es decir, todos los vectores de
onda estan en el plano de incidencia.

A partir de aqui comienzan las diferencias. En general el médulo del vector de ondas
depende de la direcciéon en un medio anisétropo. Lo que si sabemos es que el vector de
ondas debe estar

1. sobre el plano de incidencia

2. sobre la superficie de vectores de onda
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7.5 Medios uniaxicos
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Figura 7.5: Formacién de dos imagenes al atravesar la luz un medio anisétropo.

En la figura 7.4 vemos que el vector de ondas de la onda transmitida puede ser uno
de los dos que tienen la misma componente k, y cumplen las dos exigencias planteadas
(cortamos las superficies de vectores de onda con el plano de incidencia, obteniendo dos
curvas). Utilizando la notacién de la figura 7.4

k| = |Ki|sin®] = |k[sin6 =k,
k5| sindy = |k|sin6

= En general habra dos ondas refractadas, ya que hay dos vectores de onda que
satisfacen las condiciones de frontera®. A esta propiedad se la llama doble refraccién
o birrefringencia. Esto significa que al mirar objetos a través de medios anisétropos
se ven dobles.

» Por ser [k| y |k5| funciones de los respectivos dngulos no hay una ley simple de
tipo SNELL. Hay que utilizar las dos ultimas ecuaciones que hemos escrito, y las
dificultades de célculo son mucho mayores.

= Interpretacion microscopica: la frecuencia de resonancia de los osciladores micros-
cOpicas ya no es isdtropa. Es como si hubiera 2 medios superpuestos.

No vamos a abordar la especificacién de otros pardmetros de la onda (férmulas de FRES-
NEL, coeficientes de reflexion, etc.). Solamente vamos a comentar un resultado: si concebi-
mos un medio unidxico cuyo eje éptico esté en el plano de incidencia o sea perpendicular
a él se cumple que

= Una onda incidente polarizada linealmente segtin la direccion perpendicular da
lugar a una onda refractada con polarizacién también perpendicular 1 — 1|

= =

Esta es una circunstancia especial en que ocurre lo mismo que en medios isétropos en
cuanto a separacién de componentes paralela y perpendicular.

3En un medio isétropo la superficie de vectores de onda tenia una sola hoja, de modo que sélo habia un
vector de onda que cumpliese las condiciones
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8 Aplicaciones de los medios anisétropos

8.1. Transparentes

8.1.1. Laminas retardadoras

El propésito de estos dispositivos es cambiar la diferencia de fase entre dos ondas.
Ya que en los medios anisétropos las dos ondas van a distinta velocidad, se producen
desfases de una onda respecto a la otra. Una lamina retardadora puede ser una lamina
planoparalela de un medio unidxico. Para ver lo que pasa sélo tenemos que caracterizar la
propagacion y relacionar las amplitudes complejas de la onda incidente y de la emergente.
Con el sistema de referencia de la figura 8.1 se cumple

ky =ky =0
Los dos posibles vectores de onda son
w
k, = n,—u,
c
w
k. = ne—u,
c

(si es L al e.0.). Ambos vectores de onda estan sobre el eje z. El campo eléctrico de la
ordinaria vibra en el plano del papel (eje x) y el de la extraordinaria ortogonal a éste
()

Para no tener que acudir a las férmulas de FRESNEL, nos apoyamos en que el medio es
transparente y los coeficientes de transmisién deben ser, por analogia al caso isétropo,
préximos a 1. Con esta aproximacion,

4 'e-o
to
A A'
.L— u‘ >
Ko Ko ’2
Z+d

Figura 8.1: Lamina planoparalela de anchura d. El eje dptico es perpendicular al plano del papel. La
incidencia es normal, seglin el eje z.
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8 Aplicaciones de los medios anisétropos

= la onda ordinaria estard excitada sdlo por la componente x de la onda incidente

ELE (Z + Cl) — Axe’i(ko(z+d)*wt) — eikodEx (Z)

= la componente y excita la onda extraordinaria

Ey (Z + d) _ Ayei(ke(erd)fwt) _ eikedEy (Z)

Esa misma relacién, en términos de amplitudes es
/ ikod
A, = €e'"%A,
r iked
Ay = €A,

el cambio de fase es distinto para cada componente, en virtud de la anisotropia (k. # k).
A efectos de polarizacién podemos escribir las relaciones anteriores como

Al = A,
A = e "4,
donde ¢ es la diferencia de fases entre las componentes de la onda emergente.

w 2
(5:(ko—ke)d:Z(no—ne)dzy(no—ne)d

v A es la longitud de onda en el vacio. Una escritura matricial es

(g)=Co %) (3)

la matriz se llama matriz de JONES de la ldmina retardadora. En este caso esta escrita
en la base en la que y es el eje éptico. Si queremos expresarla para una base en la que el
eje 6ptico forma un dngulo « con el eje y sélo hay que aplicar una rotacion a la matriz

que tenemos!:
_ 1 0
M = Ra1<0 em)Ra

_ cos?a+e Psin?a  cosasina (1 — e*"‘s)
cos asin « (1 — e_“s) sin? o + e~ cos?
Los ejes en los que la matriz de JONES es més simple se llaman ejes de la ldmina.
Comentarios:

= La ldmina cambia estados de polarizacién cambiando la fase relativa entre las dos
componentes del campo. Es una forma cémoda y sencilla de hacerlo, porque la luz
ni siquiera se desvia.

1Si al hacer los célculos encuentras discrepancias de signos, seguramente se deben a una eleccién distinta
del referencial de dngulos.
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8.1 Transparentes

= El desfase introducido depende del grosor de la ldmina.
= Kl desfase introducido depende de la longitud de onda incidente.

= Si el campo eléctrico vibra en la direccién del eje 6ptico, luz lineal se convertiria en
luz lineal. Es decir, si la luz vibra segtin uno de los ejes de la lamina, la ldmina no
cambia su estado de polarizacion, porque no hay dos componentes que desfasar.

Las laminas de espesor variable se llaman compensadores y son muy ttiles. Las laminas
de espesor fijo son especificas de una longitud de onda.

Ejemplo Lamina cuarto de onda

Dentro de las ldminas de espesor ﬁj02, vamos a estudiar la ldmina cuarto de onda (o %),
que es aquella que introduce un desfase miltiplo impar de 5.

§=(2m+1)=
2
con m € Z. Para ello
J— 2m+lé
_no—ne4

en sus ejes,

1 0
M‘(o iz’)

Una aplicacién es convertir luz linealmente polarizada en elipticamente polarizada, pero
con la particularidad de que los ejes de la elipse de luz emergente coinciden con los ejes de
la ldmina.

lineal > elfptica
cos @ cos @
. - . .
sin 6 +isin 6
De este modo, sabemos cémo esta orientada la elipse. Si 6 de la luz lineal es § tendriamos
luz emergente circularmente polarizada.

—

>

il
!

8.1.2. Prismas polarizadores

Un polarizador es un dispositivo que, independientemente del estado de polarizacién de
entrada, a la salida proporciona luz de una polarizacién especifica (normalmente lineal).
Una forma de construir polarizadores es utilizar medios anisétropos transparentes.

Si incidimos desde el aire sobre un medio anisétropo sabemos que en general se produ-
cirdn dos ondas. Si el medio es uniaxico una sera ordinaria y otra extraordinaria. Cada

2Para més informacién sobre los procedimientos de fabricacién de estas ldminas, puede consultarse
= Geometrical and Physical Optics (LONGHURST). Dice que las ldminas de mica se obtienen cortando
el mineral. La falta de precisién se soluciona “por el método de prueba y error”.

= Handbook of Optics (Optics Society of America). Dice que se cortan ldminas, se pegan de forma

que se compensen los desfases, y se pulen hasta que se llega a % (o el desfase deseado).
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Figura 8.2: Polarizadores.

una de ellas tiene un estado de polarizacién especifico, y tienen direcciones diferentes. Lo
que hay que hacer es cargarse una de ellas, y no es dificil porque viajan con vectores de
onda distintos. Eso se puede hacer enfrentdndola a un material absorbente o bien a una
segunda cara del medio anisétropo dispuesta con el angulo justo para que se produzca
reflexién total de la onda que no nos interesa (figura 8.2). Hay muchas formas de llevar
esto a la préactica, que se describen en la bibliografia y algunas de ellas también en los
problemas.

8.2. Absorbentes; dicroismo; polaroides

El objetivo es obtener luz polarizada. Pensemos en un medio anisétropo unidxico (dos
constantes dieléctricas, €. y €,). Podemos imaginar una situacién en la cual una de estas
constantes dieléctricas fuera compleja para la frecuencia de interés. Entonces el medio
seria absorbente para una de las ondas y transparente para la otra. Por ejemplo

Ng — Mo+ 1ke

Ne — MNe

con K, (w) # 0. Este fendmeno de absorcién selectiva recibe el nombre de dicroismo y los
medios que producen este efecto se llaman dicroicos. Hay cristales naturales dicroicos,
pero los materiales mas utilizados son laminas de alcoholes de polivinilo estiradas y
dopadas con yodo. La ventaja es que se pueden construirse en tamanos arbitrarios.

A partir de ahora llamaremos eje del polarizador a la direccién de vibracién del haz
emergente. Vamos a ver un par de ejemplos

Efecto del polarizador sobre luz linealmente polarizada

El polarizador anula la componente perpendicular a su eje (absorbiéndola o refractén-
dola en otra direccién).
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8.2 Absorbentes; dicroismo; polaroides

extraor,

Figura 8.3: Para la onda ordinaria se produce absorcién con la propagacién. Si el espesor es suficiente
el medio eliminara la onda ordinaria. La onda extraordinaria pasa sin sufrir absorcién.

K
e.p-

/ﬂ'lJ

El

\

Figura 8.4: El campo incidente es E con intensidad I y el emergente E’ con intensidad I’. El eje del
polarizador estd rotulado e.p.
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A -

E
/‘ ep
X

Figura 8.5: Plano del polarizador, xy. Circunferencia que describe el haz incidente.

Si el polarizador es ideal
E| = B

La intensidad del haz incidente es
I x |E|?

y la del haz emergente
I B =B =B
< [ = |5)| =5

E o
como cos ) = % se puede escribir

I' x |E|*cos?0
I' = Icos®f

la dltima expresion se conoce como Ley de MALUS.

Efecto del polarizador sobre luz circularmente polarizada

Para todos los ejes que escojamos la luz circular se va a escribir asi:
1 E
E «x x I
(ii> (EJ_>

= E
E, = 0

Suponiendo un polarizador ideal

Las intensidades cumplen, independientemente de cémo esté colocado el eje del polari-
zador

! / 2

I o |Bf +|EL?

I« 2|E

y, finalmente
r=1
2
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8.3 Matrices de JONES

8.3. Matrices de Jones

Escribimos un polarizador cuyo eje coincide con el eje x como

10
M =
se cumple E' = ME. Si el eje de polarizacién forma un dngulo « con el eje x no hay més
que aplicar una matriz de rotacion

1 0 cos? o sin o cos «v
_ p-1 _
M=R, <O 0>Ra_<sinacosa sin? o )

El uso de las matrices ahorra trabajo especialmente cuando tenemos un gran numero de
elementos (se obtiene una matriz del sistema que vale para todo estado de polarizacién
inicidente).

8.4. Luz natural

8.4.1. Definiciones

Si la onda es estrictamente armoénica
E — Eoei(k . r—wt)

el campo estd describiendo una elipse. A esto lo llamamos luz completamente polariza-
da (el campo describe una elipse —o una circunferencia, o una recta— perfectamente
definida). En la naturaleza, éste es raramente el caso. Mas habitualmente, se presentan
ondas como

E = Eg (t) e'i(k ‘r—wt)

que son no monocromaticas y cuya polarizacion es variable. De hecho, las fuentes de luz
convencionales son de este tipo, sin polarizacion privilegiada. La luz natural va pasando
con cierta rapidez de un estado de polarizacién a otro.

Los que hemos presentado son dos casos extremos. Podemos tener un estado de pola-
rizacion mas frecuente que los otros, sin que por ello sea el tinico. A esto se le llama luz
parcialmente polarizada. Es posible descomponerla en suma de luz natural (las desvia-
ciones de la polarizacién eliptica) y luz completamente polarizada, de tal modo que

I=1,,+1,

Para cuantificar cuan polarizada estd una onda, se define el grado de polarizacion como

I

GP=—%
Inp + Icp
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- -

(a) (b)

Figura 8.6: a) Luz completamente polarizada b) luz parcialmente polarizada c) luz natural

8.4.2. Efectos de una lamina y de un polarizador
Lamina retardadora

Cuando la luz natural incide sobre una lamina retardadora ocurre lo siguiente:

1. Como la hemos considerado completamente transparente, la intensidad se conserva.

I=Tr

2. Como el desfase en cualquier par de componentes es aleatorio, la introduccién de
una fase extra no cambia la aleatoriedad de la diferencia de fase. No hay efecto.

Polarizador

Cuando la luz natural incide sobre un polarizador emerge luz linealmente polarizada:
= B
E. = 0
con
1o g = |mf
I o |Bf +|ELP
= 2|5

La ultima igualdad se debe a que al ser la luz natural hay la misma cantidad de luz en

ambas polarizaciones, por ser el reparto entre ellas aleatorio: ’EII‘ = |F|. En conclusién:
r=1
2
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9 Interferencia

9.1. Planteamiento

9.1.1. Definicion

Se dice que en un punto del espacio hay interferencia cuando la intensidad observada
en él en presencia de dos ondas difiere de la suma de las intensidades asociadas a cada

onda individual
I 7& L+ 1

Siendo las ecM lineales en los campos eléctricos, una carga situada en la pantalla de
observacién se veria afectada por el campo

E=E; +E;
pero nuestros detectores son cuadraticos, I oc E?

I = E}+E}+2E; -E,
= I+ Ir +ti

donde ti es el término interferencial. Esta igualdad es vélida para cada instante. Pa-
sando a promedios temporales (que es lo que podemos medir), podemos escribir que la
existencia de interferencia es equivalente a

(E1-Eg) #0

. Por qué con unas condiciones tan sencillas la interferencia se observa tan raramente!?.
Habra que ver cudles son las condiciones para que haya inteferencia, lo que nos llevara
naturalmente a la construccion de interferémetros.

Q)

@

Figura 9.1: Emisién procedente de dos fuentes.

len la vida ordinaria se puede ver el fenémeno en los colores que presentan las pompas de jabén o una
fina capa de aceite motor estirada sobre el pavimento por la lluvia.
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9 Interferencia

9.1.2. Descripcién escalar

Para observar interferencia en condiciones éptimas (término interferencial mas grande)
escogeremos ambos vectores paralelos, es decir, ondas con el mismo estado de polarizacién
especificado por el vector unitario u.

E1 = Elu
E2 = Egll
E = Eu

Podemos escribir la igualdad vectorial E = E; + Eo como E = F; 4+ Es. Es decir, vamos
a asumir tacitamente en lo que sigue que todas las ondas tienen el mismo estado de
polarizacién. Esto nos conduce a la descripcion escalar, mas sencilla.

0.2. Coherencia

Si tomamos ondas escalares armoénicas

E, = Aj(r)cos(wit — g1 (r))
Ey = As(r)cos(wat — go (1))

vy hacemos el promedio temporal

A2 A2
L2 A As (cos ((wr —wo)t+go —g1))

I o (E?) = 5+t

dicho de otra forma

I' =1+ I+ 21112 {cos ((w1 — wa) t + g2 — g1))

El término interferencial depende mas lentamente del tiempo cuanto méas proximas entre
si estén las frecuencias. El problema es que las resoluciones temporales en laboratorio
son muy toscas: para que el ti varie tan lentamente como para que pueda verse en
laboratorio, ambas frecuencias deben ser muy parecidas (como una parte en 10'!). En
resumen,: si wi 2 wsy el promedio temporal del término interferencial serd nulo a efectos
de observacién. A partir de ahora nos quedaremos con el caso éptimo: interferencias no
dependientes del tiempo, es decir, w; = wo. Esto garantiza la estabilidad en el tiempo
del fenémeno de interferencia.

El fenémeno de interferencia es muy sensible; tanto que nos obliga a revisar el proceso
de emisiéon de luz monocromética. La luz monocromética se puede obtener por transi-
ciones atémicas de un gas muy enrarecido y enfriado. En concreto, podemos pensar que
tenemos dos fuentes, por ejemplo, dos dtomos idénticos excitados por una colisién elec-
trénica. Estos dtomos sélo emitiran luz hasta que decaigan al estado fundamental. Como
hemos visto cuando estudiamos el modelo clasico de la radiacion, este tiempo depende
del término de rozamiento . El 4tomo decae exponencialmente al estado fundamental
en tiempos del ns.
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9.2 Coherencia

Figura 9.2: Proceso de emisién atémica continuamente estimulada. Se producen saltos de fase y
amplitud cada §t = 107195

De modo que tenemos dos ondas, cada una de las cuales dura del orden de un ns. Eso es
demasiado breve para poder observarlo. Para tener una emisiéon continuada necesitamos
reexcitar periédicamente al dtomo. El problema que surge es que en esas colisiones es
imposible predecir en qué estado interno quedard el &tomo. Con ocasién de cada colision
el campo eléctrico emitido cambiaréd de fase y amplitud (aunque no de frecuencia). Para
mantener la emision se debe excitar el atomo cada cierto tiempo, menor que el tiempo de
desexcitacion. Es fundamentalmente el cambio de fase cada vez que se estimula el 4tomo
mediante un choque (por ejemplo, cada 1071%s) el que impide que la onda emitida sea
monocromética. Este salto de fase depende de muchos pardmetros de la excitacion vy,
en general, es incontrolable. Para muchas aplicaciones esta no monocromaticidad no es
relevante, pero la interferencia depende crucialmente de la fase, de modo que este grado
de monocromaticidad no es suficiente.

La cantidad de frecuencias que contiene una onda depende del tiempo entre saltos de
fase (una especie de principio de incertidumbre energia-tiempo)

1
A -
woc(st

Al tiempo 0t se le llama tiempo de coherencia. Como &t es aleatorio, se define de modo
estadistico. Como cuantificador de la monocromaticidad usamos la cantidad %. En el

€aso que nos ocupa
& x L ~ 1075
w wét

lo que indica una alta monocromaticidad. Cotas de mayor monocromaticidad se alcanzan
con el uso de la radiacién estimulada (laser). Igual que hay ondas mas monocrométicas,
las hay mucho menos: por ejemplo, los atomos en un gas experimentan colisiones entre
ellos, y el tiempo de coherencia disminuye con la presion y la temperatura, que favorecen
las colisiones.

Cuando tenemos dos atomos radiando segin este esquema la diferencia de fases entre
ambos, go — g1 es una variable aleatoria que cambia a saltos en tiempos siempre menores
a 6t ~ 10719, El promedio temporal del término de interferencia es nulo y por lo tanto,
a pesar de ser la onda bastante monocromaética, no hay interferencia. Concluimos que
las ondas de dos fuentes independientes son incoherentes.
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Figura 9.3: Divisién de la onda procendente de una fuente. Una de las partes llega al punto de
reunién en un tiempo At y otra en At + 7.

No veremos interferencia a menos que los cambios de fase se produzcan en el mismo
instante para las dos ondas, es decir, a menos que sean las mismas. Si superponemos
una onda consigo misma si hay coherencia.

E(t—At)+ E(t—At—7)=E) + E;

La diferencia de fases ya no serd aleatoria y el promedio temporal del término de inter-
ferencia podra ser distinto de cero. Con una salvedad: las dos ondas producidas por una
misma fuente una onda pueden llevar un retraso relativo pero no demasiado grande. Si
retrasamos una onda respecto a la otra un tiempo superior a ¢ volveremos a tener dos
ondas con diferencia de fase aleatoria. Habra interferencia si 7 < 0t (ondas coherentes)
y no la habrd si 7 > §t (ondas incoherentes).

Resumiendo

= Para observar la interferencia en las mejores condiciones hemos supuesto que am-
bas ondas tienen el mismo estado de polarizacion, lo que nos permite hacer una
descripcién escalar que es mas sencilla.

Ei = Eiu

= Hemos preferido estudiar interferencias independientes del tiempo. Por lo tanto la
frecuencia de las ondas que interfieren debe ser estrictamente igual.

w1 = W2

= Estos requisitos, junto con el hecho de que las ondas de emisores distintos son
incoherentes nos han llevado a requerir que las ondas sean producidas por la misma
fuente.

= Esto no sirve de nada si ambas ondas tienen una diferencia de camino tan grande
que el retardo relativo supera el tiempo de coherencia.

T Kt

A partir de aqui sélo queda catalogar los interferémetros. Estudiaremos aqui sélo los
ejemplos mas famosos.
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9.3 Divisién del frente de onda (YOUNG)

Dp-

Figura 9.4: La idea consiste en atrapar dos trozos del frente de ondas y luego reunirlos.
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Figura 9.5: Coordenadas de los puntos de emisién y el punto de observacion.

9.3. Division del frente de onda (Young)
9.3.1. Montaje

El nombre de interferencia por division del frente de onda queda claro al examinar
la figura 9.4. La fuente puntual monocromatica emite ondas esféricas que van a parar
sobre una pantalla opaca en la que se han practicado dos orificios, 01 y 0s. Sus distancias
respectivas a un punto P sobre la pantalla de observacién son r1 y r9. La pantalla de
los orificios y la de observacion son planos paralelos entre si y perpendiculares al eje z
(cuyo origen z = 0 estd en la pantalla de observacién) separados por una distancia D.

d
01 = (2,0,—D>
d
0y = (—2,0,—D>

P = (z,9,0)

Vamos a dar por cierto algo que justificaremos cuando estudiemos la difraccién: si los
orificios son lo suficientemente pequenos, la luz que emana de ellos lo hace en forma de
ondas esféricas.

9.3.2. Onda armonica escalar esférica

Estas ondas son soluciones de la siguiente ecO con simetria esférica

TL2

Viu = —u
c

http://alqua.org/libredoc/OE 93



http://alqua.org/libredoc/OE

9 Interferencia

tienen la forma

U (T’, t) — éei(kr—wt)
r
con A constante, k = n% = n%’r y A es la longitud de onda en el vacio. Si la coordenada

del punto de emision es r, se define  como r = ||r — r,||. Los frentes de onda son esféricos
w C

YU =% T n

9.3.3. Formacion de un patrén de interferencias

Las ondas provenientes de los orificios son coherentes entre si por proceder ambas de
la misma fuente. Las podemos expresar como ondas esféricas centradas en los orificios si
éstos son suficientemente pequenos

El — ée’i(krl—wt)
1

EQ — é e’i(kT‘g 7wt)
T2

con

d 2

ro= (33—2> +y% + D?
d 2

ro = <33+2) +y2+D2

Sobre la pantalla el campo total sera la suma de los procedentes de cada orificio, y la
intensidad su cuadrado

I =|E, + Ey)?
de donde

A2 (AP Al?
I |2‘ +‘2| —1—2‘ |
7“1 7"2 r1ro

cos (k (ro — 1))

I = L+ Ih+2Lcos(k(ra—11))

2
con [; x %. Hay una distribucién espacial de intensidad sobre la pantalla de observa-

cién, pues la intensidad sélo depende de su distancia a cada una de las fuentes puntuales.
A esta distribucién espacial de la energia la llamaremos figura interferencial.
9.3.4. Estudio de la figura interferencial

La diferencia de fases k (ro — 11) es, esencialmente, una diferencia de camino éptico:

2 2
771-77/(7”2—7’1):TW([,(OHOQ—?P)—E(O—)01—>P))

94 Optica electromagnética - 1.1.0




9.3 Divisién del frente de onda (YOUNG)

donde L es el funcional camino dptico. La diferencia de fases se puede escribir en funcién

del tiempo que tarda en llegar a la pantalla lo que ha sido emitido simultaneamente. En

C

efecto, utilizando el hecho de que vy =

k‘(?“g —7"1) = %n(T’Q —7“1) Zw(TQ —7'1)

Para estudiar el aspecto de la figura interferencial es conveniente hacer dos hipétesis y
dos aproximaciones:

1. (hipétesis) Las aberturas tienen que estar préximas entre si, y el punto P debe
estar proximo al eje éptico si queremos que el retardo entre las dos ondas no sea
tan grande que se destruya la interferencia. Estas hipdtesis se traducen en

d < D
x,y < D

2. (aproximaciones) Recordemos que 71,75 aparece en dos sitios con un papel muy
diferente: en las intensidades I, Is la dependencia es muy suave, mientras que en
la fase la dependencia es acusada, por ser k muy grande para la luz visible.

a) Tomaremos como aproximacién para fuera de la funcion trigonométrica
ry~reg~ D

lo que implica que I; ~ Iy ~ Ij.

b) Usaremos un orden de aproximacién mayor para el argumento del coseno

2 _ d)?
r = D\/l-i—y +($ 2)

D2
y2+$2+§—xd

~ D
+ 2D

analogamente para
2
y? + 2%+ dz +xd

~D
T + 5D
con lo que
xd
Tg —T1 = 5

Si el interferémetro se encuentra en el vacio n = 1 y finalmente la expresion para la

interferencia resulta o 1d
T
I=2[(1 —_—
0 ( ~+ cos < XD )>

para caracterizar la figura es interesante localizar los maximos y minimos de intensidad.
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Nl
T

Figura 9.6: En la zona central de |a pantalla de observacién los maximos son lineas verticales paralelas

W
VAN

Figura 9.7: Las rectas devienen hipérbolas si consideramos una zona mayor de la pantalla de obser-
vacion.

o

N —————

= Maximos: o 1d
T
—— =21M
xD "

con M € Z. Al valor de M se le llama orden del mdximo correspondiente. La
coordenada del maximo de orden M es

AD
Ty = M7
y se cumple I,q. = 41p.
= Minimos:
2%%1 =C2m+ 1)

conm € Z e Iy =0.

Observaciones

» Recordemos que esto sélo vale para d pequenas y zonas proximas al eje z (véase la
figura 9.7).

= La posicién de los maximos depende de la longitud de onda, por lo que sabiendo las
dimensiones del dispositivo se pueden medir longitudes de onda de modo preciso.
Reciprocamente, la interferencia puede servir para medir la separacién entre dos
fuentes puntuales si se conoce la longitud de onda con que emiten.
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Figura 9.8: Distribucién de intensidad para luz monocromitica de , I, (z) e 1., (z), con I, (z) #
I, (x).

Visibilidad se define la visibilidad de una figura de interferencia como

Imax - Imzn
V=——""—"——
Imax + Imzn
se calcula midiendo la intensidad en un maximo y en su minimo adyacente.

» V =1 ocurre siempre que Iy = Iy (L, = 0).
» V' =0 corresponde a la minima visibilidad, y ocurre cuando I ae = Inin (n0
hay interferencia).

En el ejemplo que hemos tratado hemos obtenido V' = 1 porque hemos utilizado dos on-
das estrictamente armonicas. Vamos a ver que si consideramos ondas no monocromaticas
la visibilidad desciende.

9.3.5. Luz no monocromatica

Las ondas de dos fuentes de frecuencias lo suficientemente distintas no interfieren entre
si, porque el término interferencial depende del tiempo y desaparece en el promedio
temporal. Lo que se obtiene es, pues,

I:/dew

La figura interferencial depende muy marcadamente de la longitud de onda (de la frecuen-
cia). Es verdad que el méximo de orden cero M = 0 no se desplaza cuando cambiamos
de frecuencia, pero todos los demaés si lo hacen, por lo que la visibilidad con luz no mo-
nocromatica debe ser definida localmente: la visibilidad en la zona central de la pantalla
es proxima a 1, mientras que a partir de cierta distancia (cierto retardo) la visibilidad
es casi nula.

El resultado obtenido tiene sentido, porque el tiempo de coherencia es inversamente
proporcional a las frecuencias contenidas en la luz

1
0t A

pero como x es, en ultimo término, diferencia de tiempos, los puntos alejados del ori-
gen tienen retardos 7 > §t que no permiten la interferencia. Si la luz contiene muchas
frecuencias, el decaimiento serd mas rapido a partir del punto central.
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Figura 9.9: Suma de las distribuciones de intensidad I, y 1, -

Figura 9.10: divisor de haz al 50 %

9.4. Division de amplitud (Michelson)

9.4.1. Principio de funcionamiento

Si hacemos incidir una onda sobre una discontinuidad de indice sabemos que se va
a dividir en dos: una reflejada y otra transmitida. Esas ondas son coherentes entre si,
y pueden interferir. Para obtener la interferencia no hace falta méds que recombinarlas.
Este es el principio de todos los interferometros por division de amplitud. Una pieza
clave de estos dispositivos es el divisor de haz. Un divisor de haz de vidrio tiene una
reflectividad baja comparada con la transmitividad, por lo que la visibilidad es pobre.
Para contrarrestar este efecto se le pega una lamina muy delgada (~ 2nm) de un medio
absorbente. Si logramos nuestro objetivo tendremos

[R| =~ |T]

(un divisor de haz al 50 %).

En estos dispositivos se prescinde de considerar la reflexién en el vidrio, pues es com-
parativamente muy débil. En realidad, la funcién méas importante del vidrio es servir de
soporte a la lamina metalica.

Este tipo de interferencia es responsable de los colores en las pompas de jabdén o de
las laminas de aceite estiradas por la lluvia. En ambos casos, interfieren las dos ondas
reflejadas, una en cada cara de la pompa o ldmina. Como la luz de la vida diaria es
blanca?, el tiempo de coherencia es extraordinariamente corto, y los espesores de pompas
o laminas de aceite tienen que ser verdaderamente muy pequenos.

%las ldmparas de sodio de la iluminacién urbana nocturna son de alta presién, por lo que también tienen
un espectro continuo y ancho.
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Figura 9.11: Dispositivo interferencial de Michelson.

9.4.2. El interferometro de Michelson

Las ondas interfieren en dos lugares, pero generalmente no se observa la interferencia
que se produce en las inmediaciones de la fuente (por cuestiéon de comodidad).

En el dispositivo se utiliza una ldmina compensadora para que la luz que va por el
brazo vertical (que pasa tres veces por el vidrio) no tenga un exceso de camino éptico
respecto a la que pasa por el brazo horizontal (que sélo pasa una vez por el vidrio). La
citada lamina es en todo equivalente a la que sirve de apoyo a la capa de metal. Esto
hace que podamos eliminar definitivamente el vidrio del modelo de funcionamiento.

9.4.3. Sustitucion de todo el interferémetro por dos imagenes

Si miramos desde la pantalla de observaciéon, veremos dos imégenes de la fuente. Todo
el montaje se hace equivalente a dos fuentes idénticas —coherentes— separadas (que es lo
que necesitamos para observar interferencia). Estas imdgenes estdan sobre la misma linea,
una a una distancia aparente del centro del divisor de haz 2d; +1 y otra a distancia 2ds+1.
La distancia que separa a estas fuentes coherentes es 2 (d; — da) = 2d.

Al ser fuentes puntuales podemos suponer que emiten ondas esféricas, y sélo que-
da resolver el problema del interferémetro de YOUNG con una geometria ligeramente
diferente.

I=15L+1,+2\Iycos (k(ro —r1) 4+ 9)

Hemos anadido una fase extra ¢ para dar cuenta de las reflexiones que se produzcan en
el divisor de haz, que es un medio absorbente. Si el divisor de haz es al 50 % se cumple
Il ~ IQ.
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E3PEJo

ESPEJO

FUENTE

PANTALLA

Figura 9.12: Imagenes formadas por el Michelson. El origen es el centro del divisor de haz.

h

IOz

Figura 9.13: Problema de la interferencia de dos fuentes puntuales o y of alineadas sobre una recta
perpendicular a la pantalla. 1 y 75 son las distancias respectivas al punto de observacién

P.
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9.4 Divisién de amplitud (MICHELSON)

[} oy

/ 3"/ o

Figura 9.14: Imdgenes extensas debidas al uso del dispositivo con una fuente extensa.

Figura de interferencia

Como el sistema tiene simetria de revolucién alrededor de la recta que une las dos
imégenes, segun el principio de CURIE (“los efectos tienen las simetrias de las causas”),
pensamos que la figura de interferencia serd una serie de anillos concéntricos, alternati-
vamente claros y oscuros. Nosotros no vamos a precisar mas su aspecto, aunque no es
especialmente dificil hacerlo.

Fuentes extensas

Nos interesa saber cémo es la figura cuando la fuente esté constituida por una infinidad
de puntos incoherentes entre si. El interés de este caso radica en la intensidad extra que
las fuentes extensas proporcionan y que hace el fenémeno verdaderamente observable.

El interferémetro opera como hemos descrito, creando dos imagenes de la fuente ori-
ginal coherentes entre si. Todos los puntos de la fuente dan lugar a dos imdgenes. Cada
pareja de estas dard lugar a su sistema de anillos, sin que haya interferencias cruzadas
(de la imagen de un punto con la de otro). El problema es que los infinitos sistemas de
anillos no coinciden entre si: el camino éptico r9 — r; para una pareja y 7o — 71 para
otra son distintos. Eso destruye la interferencia, puesto que habra una mezcla espacial
de las figuras interferenciales. La pérdida de visibilidad serd tanto ma&s notable cuanto
maés extensa sea la fuente.

Hay un caso, empero, en el que no se produce pérdida de visibilidad. En efecto, si
llevamos la pantalla a una distancia infinita (en la practica, colocando la pantalla en el
plano focal imagen de una lente convergente?), las diferencias de fase son las mismas
para todas las parejas de puntos imagen. Veamos por qué. Si consideramos el plano X,
perpendicular al haz paralelo proveniente de las imagenes extensas, podemos conven-
cernos de que ¥ — P es el mismo camino 6ptico para todas las ondas. Teniendo en
cuenta las cantidades A y 6 la diferencia de camino éptico es nA para ambas parejas de

3Cuando se hace el montaje experimental, mirar directamente a las imigenes—fuente extensas equivale a
introducir una lente convergente, pues el ojo relajado (sin acomodacién) hace perfectamente esta funcién.
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Figura 9.15: Dispositivo inteferencial mejorado utilizando una lente delgada.

imagenes—fuente. A = 2d cos 6, por lo que la diferencia de fase vale
2 2
TﬂnA = %2nd cos 6

si el divisor de haz es al 50 % las intensidades tendrdn la distribucién
2
I(6)=2I, (1 + cos (;TQndcosﬁ + 5))

Los puntos de observacion en la pantalla estdn parametrizados por el dngulo 0 (tenemos
anillos centrados en el foco de la lente). La condicién de maximo es

<2>7\T2ndc089 + 6) =2 M

donde M € Z es el orden del mdximo. La utilidad de estos fendmenos es la determinacion
de longitudes (de onda, o distancias entre las imdgenes, que son, en definitiva, distancias
entre los espejos). Son asi de precisos en razon de la fuerte dependencia de la figura
interferencial en funcién de dichas longitudes. Lo mismo se puede decir respecto al indice
de refraccion.

9.4.4. Michelson con luz blanca

Como el tiempo de coherencia es muy pequeno en virtud de la gran gama de frecuencias
presente en la luz blanca, se necesita que ambos brazos tengan una diferencia de longitud
del orden de la micra (imagenes superpuestas: contacto dptico). Lo que se ve es una figura
de anillos coloreada, con pocos 6rdenes, puesto que los maximos para los diferentes colores
no son coincidentes mas que en el punto central.

9.5. Reflexiones miiltiples (Fabry—Perot)

Siempre que superpongamos dos ondas la distribuciéon de intensidad tendra la forma

I=05L+41L+2\/1Iscosp
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\

/{ n 1

Figura 9.16: Inteferencias en una ldmina delgada de indice n.

~
//
/’

Figura 9.17: Dispositivo real (izquierda) y dispositivo esquemdtico para el célculo (derecha).

\_//

.Y si superponemos una multitud de ondas en lugar de sélo dos?. No es dificil: podemos
valernos de fenémenos de reflexién-refraccion. Estamos haciendo una divisién de am-
plitud iterativa. Para obtener interferencia no hay mas que reunir las ondas coherentes
creadas. Si la fuente es puntual, basta utilizar una lente convergente para reunir las ondas
en un punto del plano focal imagen. Si la fuente es extensa, las ondas planas interfieren
automaticamente.

El vidrio no es una buena eleccién como material (el coeficiente de reflexién es muy
pequeno, por lo que sdlo la primera onda transmitida es suficientemente intensa, y la
visibilidad es mala cuando se suman ondas de amplitudes muy dispares). Podemos o
bien incidir de forma rasante, o bien introducir medios absorbentes, que es la idea que
subyace al interferémetro de FABRY-PEROT.

Disponemos dos espejos enfrentados entre si, de material metalico y muy delgados
para que haya suficiente transmision. Habitualmente estas laminas van montadas sobre
ldminas de vidrio. Como las reflexiones en el vidrio son pequenas, en lo que sigue sélo
consideraremos las laminas metdlicas, esquematizando el dispositivo como se ve en la
figura 9.17. Si los coeficientes de reflexién son 71 y ro y los de transmisién t1 y to, la
primera onda incidente sobre la pantalla es

tita A

http://alqua.org/libredoc/OFE 103



http://alqua.org/libredoc/OE

9 Interferencia

/ —d—— 58—

Figura 9.18: Diagrama de los rayos

la segunda onda es
tthTlrgAeld)

La diferencia de fase es

(l) = 277( (27’LA1 - n,Ag)

(2nA; es el camino 6ptico dentro del interferémetro). En términos de constantes del
problema

d

cos
AQ = Ag sin9’

Ag = 2A1$in(9

sin @ sin 0’

Ay =2

COS

Como en cualquiera de las superficies paralelas a los espejos, dentro y fuera se deben
verificar las condiciones de contorno (la proyeccién del vector de ondas se conserva)

w . w o,
—nsinf =...= —n'sinf

C C

es decir, la ley de SNELL: n’ sin @’ = nsin §. Finalmente

Ay =2

n .
—,511129
cosfn
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y la diferencia de fase, al sustituir Ay y Ay vale
2
o=...= TWQndcosH

expresada en términos del indice de refraccién del interferémetro, el d&ngulo de inciden-
cia y la distancia entre los espejos. Obsérvese que es la misma expresién que la del
interferémetro de MICHELSON.

Para las ondas sucesivas no hay mas que aprovechar estos resultados. Por ejemplo,
para la tercera,

t1ty (r1r2)2 Ae2?

De modo que la amplitud total debe ser una suma

00
A/ = Z tltg (T‘lrg)m eim¢A
m=0

tit2
1 — rirqei®
. P . . . 2
(es una serie geométrica). Pero estamos interesados en la intensidad emergente I’ oc |A’|".
Para hacerlo escribimos el nimero complejo
026
r1ro = ‘7’17’2’ e
Como I' =T1
2
_ |Al| _ I/ Tmax

AP I - 1+ Fsin?¢

donde

|t1to]?

(1— |rira])?

NGRS
Fo— [ 2vInr2l
1*‘7“17“2‘

son parametros que soélo dependen del interferémetro, y

_ %5
© = 2+5—

2
Tﬂndcosﬂ + 6

Tmax =

es la fase.
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Figura 9.19: Funcién 7 (y)

9.5.1. Conclusiones

Tanto 7,4, como F' son constantes. La variable de la transmitancia 7 es ¢, y el aspecto
de esa funcion 7 (¢) es el que se muestra en la figura 9.19. Los maximos corresponden
a sinp = 0, lo que conduce a

Il

max

2
Tﬂndcose+5 =M

= Trmaz!. El orden del méximo viene dado por M € Z. Los minimos se produciran

cuando siny = £1 o

2
T dcosd + 8§ = (2m+1) T
A 2
la intensidad en los minimos vale I;m-n = Thind donde Iy, = {’1‘}% La visibilidad es
_ I;naa: - I;mn _ F o 2 |7“17"2|

B I1{TLO,CE+I’I/’)’LZH B 2+F B 1+ |7“17“2|2

la visibilidad no es uno de partida, lo que quiere decir que los minimos no lo son con
intensidad cero.

106

Si lo que incide sobre el interferémetro es una onda plana de amplitud A, a la
salida tendremos una tinica onda plana de amplitud A’. En el plano focal imagen
esa onda plana converge a un punto.

Si lo que incide es un rayo, a la salida obtendremos un haz de rayos paralelos,
que forman un punto sobre el plano focal imagen. El punto tendra mayor o menor
intensidad dependiendo de la diferencia de fase .

Si lo que incide sobre el interferémetro es luz proveniente de una fuente puntual
monocromética (emisor de una infinidad de rayos en distintas direcciones), mu-
chos rayos de la fuente produciran puntos distintos sobre el plano focal imagen, lo
que dard lugar a una determinada distribucion de intensidad. Geométricamente,
la intensidad sélo depende del dngulo 6. Es decir, que todo tiene simetria bajo ro-
taciones en torno a la normal a los espejos. Podemos esperar pues que se visualice
un sistema de anillos centrado en el foco imagen del sistema, F”.
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Figura 9.20: Intensidad en la pantalla debida a un emisor puntual.

= Si la fuente es extensa, obtendremos la misma figura de interferencia por cada
punto emisor de la fuente extensa, por lo que la unica diferencia respecto al caso
anterior es que se reforzard la intensidad. La visiblilidad, como en el MICHELSON,
se mantiene.

9.5.2. Tratamiento cuantitativo de la distribuciéon de intensidad

Si estamos interesados en interferencia estamos interesados en maximizar la visibilidad.
Segun la expresién hallada, V' — 1 cuando F' > 1. F depende de los coeficientes de
reflexion de las laminas metélicas. La condicion que hemos exigido es equivalente a

’7’17“2| —1

Este interferometro se diferencia de los otros en que la onda producida es suma de un
numero infinito de ondas. Los interferémetros de YOUNG y MICHELSON daban lugar a
una distribucién de intensidad de la forma

I=05+4 1+ 2+/I1I5cosp

La interferencia depende mediante un coseno de la diferencia de fases. Esto es asi siempre
que se hacen interferir dos ondas. Sin embargo, aqui la dependencia de la intensidad de
la diferencia de fase es completamente diferente

/ Tmax

- 1+ Fsin? ¢

El interés de este interferémetro consiste en explotar su singularidad, que se expresa en
la figura 7 (). Una forma de caracterizar esta distribucién de intensidades es cuantificar
la anchura de los picos. Esto se puede hacer, por ejemplo, identificando cudl es la anchura

d¢p a mitad de altura, es decir, a T’g‘“. Observemos que

T <m7r + 590> = Tna

2]

=
A~

(o9
N’\ﬁ
~_

Il

N | —

8-
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NO DESUELTA

Figura 9.21: llustracidn grafica de lo que entendemos por resolver picos de interferencia distintos.

por lo que

5 = 2arcs ( ! )
= Zarcsin { ——
¥ \/F

Como estamos interesados en F' > 1, podemos hacer un desarrollo en serie de potencias

2
&pzﬁ

Cuanto mejor sea la visibilidad (F' més alto) tanto més estrechos seran los picos.

Ejemplo Estudiar un interferémetro de FP construido con dos laminas metalicas de
plata.
Para la plata, |rirs| =~ 0.94. Con esto, F ~ 103. La visibilidad es buena, V = 0.998.
La anchura a mitad de altura es ¢ ~ 0.06. Como la plata es un medio absorbente, la
transmitancia en el maximo no sera la unidad; una parte serd absorbida: T},., = 0.44

(en el méximo tenemos la mitad de la intensidad incidente). Hay que subrayar que dp

es muy pequeilo, ya que es, relativo a la separacién entre picos, 29 ~ 2%, Esta figura

» 314 —
interferencial y la producida por dos ondas son muy distintas.

9.5.3. Aplicaciones

El interés de este interferémetro esta en que la obtencion de picos estrechos significa
mucha sensibilidad. Variaciones de fase muy pequenas producen variaciones de intensidad
notables. Estas variaciones de fase pueden venir de un cambio de la distancia entre los
espejos o en el indice de refraccion en el interior del interferémetro o en la longitud de
onda de la fuente?. Todo ello se puede medir con precisién usando un FP.

La capacidad del instrumento de discriminar longitudes de onda distintas se denomina
poder resolutivo. El interferémetro puede resolver o discriminar dos longitudes de onda,
o ser insuficiente para la tarea. El poder resolutivo dependerd de la separacién entre
maximos Ay y de la anchura a media altura de estos, dp. Se suele utilizar un criterio
para distinguir las dos situaciones: las longitudes de onda se resuelven si Ap > dp y no
se resuelven si Ap < Jp.

4con luz policromética verfamos interferencia coloreada: anillos de colores no superpuestos.
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9.5 Reflexiones multiples (FABRY—PEROT)

Si consideramos dos longitudes de onda extraordinariamente préximas, AX = X — \
vy AN AN

2
VF
Esta expresion nos dard eventualmente la minima diferencia de longitud de onda que
podemos resolver. Manipulamos la expresion bajo la hipdtesis de que estamos trabajando
en el entorno de un méximo, situacién para la que se cumple 277rnd cost + 96 = Mm.
Normalmente, M > 1, lo que permite despejar

AN
Ay = 2mnd cos Hv >

2mdn cos = Mrm

y expresar la condicién como \
7r
ax =MV

donde el segundo miembro es una caracteristica del aparato y la forma en que lo utili-
zamos: su poder resolutivo.

El que el poder resolutivo fuera proporcional a F' era de esperar. En cuanto a M,
el orden interferencial, no depende del aparato, sino de las condiciones en las que lo
hacemos operar.

Ejemplo Calcular el poder resolutivo de un FP que cumple que nd ~ 1cm, A ~ 500 nm
vy que la incidencia es normal, § = 0. Para simplificar ain mas, § = 0.

El orden interferencial resulta, de la condicién de méximo, M = %nd ~ 4 x 10%. Los
espejos son tales que F' = 103. Con todo esto el poder resolutivo vale Ai)\ < 2 x 108. Para
una separacién entre espejos de 1 cm ya estamos con 6rdenes de interferencia de 40.000, lo
que justifica la hip6tesis de M > 1. Ademads, nos interesa un M alto para incrementar el
poder resolutivo. El poder resolutivo hallado quiere decir que el interferémetro es capaz de
resolver dos longitudes de onda de una parte en un millén. Este interferémetro discrimina
dos longitudes de onda que se diferencien en A\ > 2 x 1073A.
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10 Difraccion

10.1. Definicion

Difraccion Es la desviacién de la propagacion de la luz de lo predicho por la 6ptica
geométrica.

La onda, tras su paso por la abertura, no queda cortada como establece la OG, sino que se

propaga de otra manera. Vamos a escribir explicitamente la forma de esta propagacion’.

10.2. Principio de Huygens-Fresnel

Los puntos en el interior de la abertura X se denotan P € X y el de la pantalla de
observacién, Fy. r denota el vector que une un punto cualquiera de la abertura con cierto
punto de la pantalla, |r| = r. El principio de HUYGENS—-FRESNEL es

iA
“el campo después de la abertura es una superposicién (interferencia) de ondas esféricas

(coherentes entre si) procedentes de cada punto en el interior de la abertura.

. 1 eikr
a (Pp) / u (P) cos HT ds (10.1)
b

Pantalla

Fuente
puntual

Figura 10.1: Comparacién entre prediccién de la OG y el resultado experimental.

!se demuestra en la mayorfa de los textos utilizando la ecuacién de ondas y el teorema de GREEN (teorfa de

KIRCHHOFF o teoria de RAYLEIGH-SOMMERFELD). Otra forma de resolverlo es considerar que sabemos
como es la onda en el plano de la abertura y descomponerla en ondas planas, para, seguidamente,
propagarlas hasta la pantalla. Este método, quizd més intuitivo, es el que desarrollan MANDEL y WOLF
en Coherence and quantum optics (seccién 3.2).

ZNos centraremos en caracterizar las variaciones espaciales del campo y prescindiremos de incluir la
dependencia temporal pues basta con multiplicar por e~ ' en ambos miembros (las onda incidente y
difractada tienen ambas la misma frecuencia).
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10 Difraccion

Figura 10.2: Esquema de la solucién al problema planteado

Figura 10.3: Aberturas complementarias.

Estudiar la difraccién no es entonces mas que investigar cémo es el resultado de esta
superposicién®. La soluciéon que hemos escrito es una aproximacién porque

1. La descripcién es escalar.

2. El valor de la onda bajo la integral es el de la onda incidente, como si no fuera
perturbado por la abertura. Condiciones de validez:

a) Tamano: cuanto mayor sea la abertura, mejor funciona la aproximacién.

b) Observacién: no debemos observar muy cerca de la abertura.

10.3. Principio de Babinet

La difraccién también se puede observar no haciendo pasar la luz por una abertura,
sino interponiendo un obstaculo en su propagacion. El ppo de BABINET relaciona la onda
difractada por una abertura con la onda difractada por un obstéaculo de la misma forma
(aberturas complementarias). Si sabemos cémo es la onda difractada por la abertura
sabemos como es la onda difractada por el obstaculo. Aplicando la férmula 10.1 al

3 Algunos textos afirman que llamamos interferencia a la suma de un conjunto discreto de ondas y difraccién
a la superposiciéon de un continuo de ellas.
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10.4 Aproximaciones de FRESNEL y FRAUNHOFER

obstaculo, y llamando a la onda por él difractada @’

i (Py) = 1 u(P)cosHeikT
0 N i\ R2_% r

ds

1 ikr
= — u (P) cos 6<
A Jp2 r
1 eikr
—— [ u(P)cosé
i\ Js r

ds

ds

El campo resultante es la onda incidente (primer término) menos el campo difractado
por la abertura, 4 (Pp) . El principio de BABINET (que se puede escribir como teorema)
es entonces

a (Po) + 4 (Po) u (Po)
o.dif.abert + o.dif.obj = o.incidente

Esto nos permite limitarnos a estudiar aberturas y olvidar los obstaculos.

10.4. Aproximaciones de Fresnel y Fraunhofer

La férmula de la difraccion se podria escribir con una integral a todo el espacio si
utilizamos ug, (P) = t(P)u(P) (el campo incidente después de la pantalla) en lugar
de u (P)). Esto nos permite generalizar las aberturas, introduciendo un coeficiente de
transmisién, del siguiente modo

1 eikr

i (Py) = = / L(P)u (P) cos (0)

ds

el coeficiente ¢ puede ser incluso un nimero complejo, que ademas de cambiar la amplitud
de la onda modifique su fase. Las aberturas que estabamos tratando antes eran todas del
tipo simplificado: “coeficiente de transmision 1 en cierta region y 0 en su complementaria”.

A la hora de calcular el uso de la ultima férmula es un poco engorroso. En la mayor
parte de los problemas se pueden hacer aproximaciones, como la de FRESNEL y la de
FRAUNHOFER.

10.4.1. Fresnel

Parametrizamos el plano de la abertura y el de observacién por coordenadas carte-
sianas; respectivamente (£,7) y (z,y). Ambos son paralelos y estdn separados por una
distancia z. El primero contiene a ¥ y el segundo a Fy. El origen de coordenadas z lo
establecemos en el centro de la abertura.

La difraccién en el visible es un fendémeno débil. La luz emergente no serd muy diferente
de la incidente sobre la abertura. Si iluminamos ésta de forma normal, la luz emergente
serd aproximadamente normal. Consideraremos aberturas pequenas (£, pequenas) y
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z | pantaliade
"1 observacion

Figura 10.4: Aproximacién de Fresnel.

puntos de observacion préximos al eje z. Esta aprozimacion parazial se puede concretar
en

’x_§|7‘y_n’<<z

(que quiere decir también que observamos lejos de la abertura), y permite aproximar en
serie la r que aparece en la férmula:

r=\@—+y—m+22

Utilizaremos dos niveles de aproximacién

. ikr 1.
» Para cosf) = Z y el denominador de < — utilizaremos r ~ 2.

» En la fase de €’*" necesitamos algo més fino, pues r va multiplicado por un nimero
enorme, k y el resultado es muy sensible a las variaciones de fase (la amplitud
puede ser una o su opuesta sélo por una diferencia de 7). Procediendo como en el
interferémetro de YOUNG:

. z\/1+(w—5)2+(y—77)2

22

-+ @—n’
2z

12

Z+

Este es el nicleo de la “aproximacion paraxial” en difraccion. La formula ahora toma el
siguiente aspecto (aproximacion de FRESNEL)

ikz

IAZ

u (P()) ~

/t (€,m)u (€, n) e’z (=0 +0=7) geqy

donde las variables aparecen en una exponencial cuadratica, lo que es mucho més mane-
jable que los médulos de la férmula no aproximada. Salvo en algin problema, tampoco
utilizaremos esta férmula, sino mas bien la de FRAUNHOFER.
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10.4 Aproximaciones de FRESNEL y FRAUNHOFER

7

Figura 10.5: Uso de una lente convergente para entrar en la aproximacién de FF.

10.4.2. Aproximacién de Fraunhofer
Fundamento; Importancia practica
La idea de FRAUNHOFER es desarrollar el exponente asi

k

k
5((x—§)2+(y—n)2> =£(x2+§2—2£m+y2+n2—2ny)

Es fécil librarse de 22 y de y?, pues no hay que integrar sobre ellos. Més dificil es librarse
de €% y n?, y la aproximacién de FF consiste precisamente en decir que su contribucién
a la integral es pequena. Dicho de otro modo

k
£(€2+772) < 1
e > T(E+)

Béasicamente esta aproximacién consiste en observar desde un poco mas lejos. Obtenemos
asi la férmula de FRAUNHOFER:

2,.2
ik (w%)
(&

@(P) = Az

/ £ m)u (€,m) e &) dedy

Ejemplo ;Cuan lejos hay que irse si la abertura es de 1mm, con luz visible para que
valga la aproximacion?
€4+ 12 ~107%m2 y A ~ 5 x 107"m implica que z > 10m. Hay que alejarse bastante;
teniendo en cuenta que la energia emitida por un punto se reparte por la superficie de una
esfera (que crece con el radio al cuadrado), puede que a esa distancia haya difraccién pero
no podamos verla.

Hay una forma de satisfacer la condicién de FF sin alejarse de la abertura. Consiste en
irse al infinito utilizando una lente delgada convergente. Al poner en el camino de la luz
una lente de este tipo, la luz que iria a parar a un Fy en el infinito va a concurrir, de
hecho, sobre un punto cercano en el plano focal imagen de la lente. Ubicaremos la lente,
por sencillez, paralela al plano que contiene la abertura.
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£/ 4

A A
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—%§ r4
f
y

-

Figura 10.6: Nuevo sistema de coordenadas.

Debemos modificar ligeramente la férmula, pues las coordenadas de Py cambiardn al
moverse de un punto muy lejano al plano focal imagen. Ahora a las coordenadas sobre

ese plano las llamaremos z’,4’. Su relacién con las anteriores se calcula con un poco de
trigonometria

tanf, =

SERIE

de donde 2’/ = £f e/ = Lf".
Omitiendo la constante de proporcionalidad fuera de la integral, la integral que ma-
nejaremos sera:

i (2 y) o / EE ) u(E,m) e T @ED geay

ya sélo tenemos que aplicar la férmula (valida en aproximacién de FF y usando una
lente delgada convergente).

Principio de Babinet en aproximacion de FF con iluminacién por ondas planas

El principio de BABINET determina como se relacionan figuras de difraccién producidas
por aberturas complementarias.

W (Po)+a' (Py) = u(R)
o.dif.abert + o.dif.obj = o.incidente

Vamos a ver cémo se escribe esta expresién cuando la onda que ilumina la abertura es
plana y estamos trabajando en las condiciones de la aproximaciéon de FRAUNHOFER.

Una onda plana al atravesar una lente converge a un punto del plano focal imagen,
que en la figura 10.7 se ha etiquetado como Pj. Por lo tanto, en aproximacion de FRAUN-
HOFER

U(Po) =0
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10.5 Circulos. ..

(http://fig.alqua.org)

Figura 10.7: P, esta en el plano focal imagen de una lente convergente.

Figura 10.8: Planteamiento geométrico del problema. Plano del orificio z = 0, radio de la abertura
R.

en cualquier Py # Px. El ppo de BABINET se escribe entonces VFPy # P, como
U (Po) +a (Po) =0
de donde

a(Py) = i ()
I'(Ry) = I(PR)

Es decir, que para dos aberturas complementarias

1. en régimen FRAUNHOFER

2. iluminadas por ondas planas

las figuras de difraccion son iguales salvo en un punto.

10.5. Circulos...

10.5.1. Abertura circular

La abertura sera iluminada por una onda plana. Trabajaremos en aproximacién de
FRAUNHOFER. Al enfrentar cualquier problema de este tipo tenemos que especificar
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Ty
K

P

Figura 10.9: Coordenadas polares p’, 0’ en el plano focal imagen. El origen estd desplazado f’%’ en
elejeyy f’% en el eje z.

1. Cémo es la abertura (funcién t(&,7)). En este caso ¢t (P) = 1VP € ¥ y t(P) =
OVP ¢ 3.

2. Cémo es la iluminacién (funcién w (€,7n)). En este caso es una onda plana

con ug constante (evaluado en z = 0).

Este caso tan sencillo ilustrard el fenémeno de la difraccién. Queremos saber cémo sera
la onda en el plano focal imagen. Recordemos que hemos tirado a la basura el factor
temporal e™*, suponiendo tacitamente que estd en todas partes pero ahorrandonos es-
cribirlo.

Para resolver el problema sélo queda abordar la integral encontrando un buen sistema
de coordenadas:

& = pcosh
= psinf

También tomaremos polares (con respecto a un punto que no es el origen) en el plano
focal imagen (ver figura 10.9)

ky
¥ = f’? + p/ cos
r_ /@ ! il
y = f i + p'sind

Tenemos dos exponenciales complejas (la de la iluminacién y la del nicleo integral) que
se pueden fundir como sigue

i(2y) o / uge (e 47)+ (k37 )1) e
%
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10.5 Circulos. ..

(http://fig.alqua.org)

Figura 10.10: II((%)) en funcién de Xt pf

la forma del exponente explica la eleccién de coordenadas para el plano focal imagen

R 27 Kk . .
N —i 0 cos ¢’ 0 sin ¢’
i (JBI, y/) . / ,Odp/ do uge i7pp (cos 6 cos 6’ +sin O sin ")
0 0

el paréntesis es igual a cos (6 — ¢’), asi que

R 27 - k / /
i (o) o /0 pdp /0 46 uge ™ 77PP (c0s(0=0")

esta integral no va a depender de 6’ porque da lo mismo qué limites tenga la integral
mientras abarque una circunferencia.

~ (] R d 2 do fi%pp’COSO
(2, y') o pdp upe
0 0

La onda va a depender sélo de la variable p’. Estas integrales necesitan para su resolucién
de las funciones de BESSEL.

. R koo
u(p’)o<27r/ pdp Jy (;f))
0

para llegar a la forma final tenemos atin que incluir otra funcién de BESSEL:

!/ /
i (p) o 2= RJy <ka’ )

kp 1!
Normalmente estaremos méas interesados en intensidades que en campos,
. 2
L(p) o [a(p)| 1 ()
on ()

donde Iy contiene todas las constantes que han ido apareciendo y algunas més que son
necesarias.

La magnitud de los méaximos decae en picado, por lo que basta con considerar el
principal y, como mucho, los dos secundarios. La imagen en el plano focal se muestra en
la figura. Centrado en el punto 0 de las polares especiales veriamos un circulo intenso y
una serie de anillos concéntricos progresivamente més tenues en torno a él.
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y ar

)

Figura 10.11: Aspecto en el plano focal imagen.

Interpretacion

1. La distribucién de intensidad que aparece en el plano focal imagen es lo que lla-
mamos difraccién, puesto que lo que se verfa, de ser vélida la OG*, serfa un punto
alli donde realmente vemos una mancha rodeada por anillos. Dicho de otro modo,
después de la abertura la OE nos dice que no tenemos una onda plana®, pues de
ser asi obtendriamos una imagen puntual.

2. El tamano de la mancha central se puede calcular obteniendo el radio del maximo
central (que concentra el 84 % de la luz). El radio del primer cero de la funcién de
la figura es

2m R
TFTI 1.2207
A
= 1.22 ¢
" 2R’

a) La dependencia con f’ es irrelevante (cuanto més lejos esté el plano, propor-
cionalmente més grande se proyecta la mancha).

b) En cuanto a R, la mancha central es inversamente proporcional en tamano
a la abertura de la fuente (tampoco el R puede ser demasiado pequeno si
queremos conservar la validez del principio de HUYGENS-FRESNEL). En la
vida ordinaria no vemos los efectos de la difracciéon® porque la luz raramente
encuentra aberturas lo suficientemente pequenas.

¢) La mancha crece linealmente en tamano con la longitud de onda. Si ilumina-
mos con luz blanca, cada componente monocromatica da lugar a una figura de
difraccién. La distribucién de intensidad seria coloreada, porque las figuras de
diversas A no coinciden entre si. Algunos textos plantean la éptica geométrica
como el limite en que A — 0 (cuando A es tan pequena que permite descartar
la difraccién para un orden de magnitud dado de tamano de rendija).

1segin la cual una abertura iluminada por un haz de rayos paralelos produce una imagen puntual tras
pasar por la lente convergente.

Stal vez sea una coleccidn de ondas planas, pero no una nica.

5Las pequenas manchas coloreadas que vemos al mirar al cielo en los alrededores del sol podrian estar
causadas por la difraccién de su luz en motas de polvo de las pestanas.
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DTT\M —_ 1
— e B

7]
1€

1

!

I

]

k ¥
L

Figura 10.12: Llamaremos D la distancia mutua de los objetos puntuales, L a su distancia al instru-
mento, f’ a la focal del sistema y d a la distancia entre las dos imdgenes formadas.

(http://fig.alqua.org)

Figura 10.13: Puntos resueltos y no resueltos. Situacidn intermedia.

Ejemplo Para una onda monocromatica de A = 500nm ;cudl es el tamano de la mancha
central de difraccién causada por una abertura circular de R = 1mm tras pasar
por una lente de f' = 10ecm?

La solucién es R = 20um. Se trata de un efecto relativamente pequeno.

10.5.2. Poder resolutivo de los instrumentos opticos

La difraccién limita la capacidad de los instrumentos 6pticos de formar buenas imé-
genes. Vamos a tomar un par de puntos que consideraremos muy alejados de un sistema
optico formador de imagen que representaremos por una lente delgada convergente.

Este es un problema de difraccién de FF en la medida en que cualquier sistema éptico
constituye un diafragma (=abertura) para la luz.

La luz proveniente de ambos objetos llegara en forma de onda plana a la abertura
(circular), en la que se difractard. En el plano focal se formardn dos manchas de di-
fraccién. La imagen pierde calidad. Una forma de medir esta degradacién debida a la
difraccién es usar el pardametro poder resolutivo.

Si las dos manchas—imagen solaparan, habria pérdida de informacién, pues sélo se-
riamos capaces de ver una imagen de dos objetos. El criterio es que las imagenes estan
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resueltas si distan entre si mas que el tamano de la mancha central de difraccion.
d>r'

v no lo estardn en otro caso. Dicho de otro modo

A
d>1.22—f
> °R f
o bien (por trigonometria),

d A
— > 1.22—
e R

D A
— > 1.22—
L - 2R

Este es un criterio de resolucién angular. Sélo depende de la longitud de onda y del
tamano de la abertura. Pero no depende de la focal: no aumentamos el poder resolutivo
con un instrumento que aumente mas (aumento vacio). Esto significa que para mejorar el
poder resolutivo debemos utilizar un telescopio méas grande, o un microscopio de menor
longitud de onda (por ejemplo, de electrones).

El poder resolutivo de un instrumento es pues su capacidad de distinguir objetos
préximos. Para un instrumento compuesto hay que considerar esto de modo relativo,
pues el primer diafragma destruird las ondas planas y habra que hacer calculos extra
para los siguientes.

10.6. Rectangulos. ..

Vamos a considerar el problema de una abertura rectangular iluminada por ondas
planas en la aproximacion de FRAUNHOFER y después particularizaremos para el caso
importante de una rendija (una abertura rectangular de anchura despreciable).

10.6.1. Abertura rectangular

La funcién de transmisién en el plano de las aberturas es t(§,n) = 1si&§,n € ¥y
t (§,m) = 0 para fuera de la rendija. La iluminacién es una oap

Sélo queda hacer la integral
)« [
[y

dé’/ Z(kj_£+kyn)efz%(z/£+y'n) d77
b
2

zkfkr k*k}
«( df/b ) a

N\m

[N

m\m
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Figura 10.14: Difraccién por una abertura rectangular

-10 -5 5 10

Figura 10.15: Gréfico sinc? (o).

cuyo resultado es’

o, . '\ a . ¥\ b
(2, y") x 4sinc [(k‘gj _kf’> 2} X sinc [(ky—kf,) 2}

nos interesa la intensidad (proporcional al cuadrado del campo)
/
I(z,y') = 1(0,0)sinc? [(km - k?) ;}

xsinc? [(ky — k?i) g}

donde la constante I (0,0) lleva todas las constantes omitidas en la integracién. Para
hacernos una idea de cémo es la distribucion de intensidades, podemos ver la figura.

Constatamos lo siguiente

= Es similar a la funcién de BESSEL J; obtenida para la abertura circular.

= Veremos el primer méaximo y, a lo mejor, el segundo, pero poco mas, ya que la

intensidad decrece rapidamente.

= La imagen que veremos en el plano focal imagen es como la de la figura. Podemos

estimar el tamano en funcién del tamafio del méximo central en cada una de
direcciones.
"recordemos que se define el seno cardinal del d4ngulo ¢ como sinc (¢) = Si;‘)é.
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Figura 10.16: Abertura rectangular: aspecto de la pantalla de observacién.

e En la direccién 2’ las coordenadas z) del cero que limita al méximo central
por la derecha y 2/ ; del que lo limita por la izquierda son, respectivamente:

P\ a
(kr — kf’) 5 = T
1:/_1 a
(kx - k f, ) 5 = -7

por lo que el tamano del méximo central en la direccién 2’ resulta ser

Az = |o) -2
2f/)
a

e En la direccién y los cdlculos son andlogos, y su resultado es

22

A
Y=

» Todo lo que es apartamiento de la éptica geométrica (es decir, de la imagen puntual)
es lo que llamamos difraccion.

= En cuanto al tamafio de la figura de difraccién, crece linealmente con A\ y es in-
versamente proporcional al tamano de la abertura, al igual que sucedia para la
abertura circular.

10.6.2. Rendija

Si una de las dimensiones de la abertura es muy grande comparada con la otra tenemos
una rendija. Seguimos teniendo una abertura rectangular; por lo tanto la solucién ya la
hemos calculado. S6lo debemos introducir el hecho de que en una direccién es mucho
mayor que en otra. Es lo mismo que hacer tender una de ellas a co: 3 — co. En ese caso

= en el eje x la figura de difraccién no cambia.

= Ay — 0: en el eje y todo se ve comprimido.
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10.7 Doble rendija

e H

Figura 10.17: Una rendija: b < a

Figura 10.18: Figura de difraccién de una rendija vertical. Nétese que la intensidad se distribuye
horizontalmente.

Como se puede ver en la figura 10.18, la intensidad se distribuye a lo largo del eje x
seguin un patrén de difraccién, puesto que la abertura es pequena. Sin embargo, en el
eje y no hay difraccién, por lo que vale la éptica geométrica.

Es un problema unidimensional con

I(2)) = I1(0) <Sin¢>2

10.7. Doble rendija

Esto corresponde a retornar al interferémetro de YOUNG. Por sencillez, vamos a pensar
que k estd en el plano {z por lo que k, = 0y k, = ksinf (quitamos una dimensién al
problema). Trabajaremos en la aproximacién de FRAUNHOFER.

i (2') o /t(f)u(g) e d¢

http://alqua.org/libredoc/OE 125



http://alqua.org/libredoc/OE

10 Difraccion

Figura 10.19: Doble rendija. ¥ y ¥’ son las rendijas de altura a (separadas una distancia d). Se
iluminan por una oap que forma un dngulo 6 con el eje. 6 es el dngulo que parametriza
el punto de observacién en el plano focal imagen (x’). z = 0 sobre el plano de las
rendijas.

la funcién transmitancia es ¢ (§) = 1 si £ € YUY y cero en otro caso. En cuanto a la
iluminacién (segundo dato necesario para usar las férmulas de FF):

w(§) = uge™”
= uoeikmf
= eik sin 6¢

En realidad tenemos dos integrales

a

i (x’) - /2 eiksinege—i%x'f e + /d+2 eiksinege—i%x’ﬁ de

-3 a3

se pueden reorganizar los términos para extraer conclusiones interesantes. Para que las
dos lleven el mismo dominio de integracién cambiamos la variable muda en la segunda
integral, de modo que el calculo de una se reduzca al de otra. En efecto, si ¢ =& +dy
operamos

i(@) o /; eiksinege—ik%f dé
=
+ei(ksine—k;§)d/g ei(ksinQ—k%)ﬁdg

a
2

(el factor delante de la segunda integral es debido al cambio de variable). Ahora, sacando
factor comun

a(2) oc (1— e_w) sinc (@)
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10.7 Doble rendija

Figura 10.20: Doble rendija. Interpretacién de ¢ en el factor interferencial.

donde
x/
p = (kf’ — ksin9> d
x’ ) a
o = (k‘f, —ksm@) 5

como en todos los problemas anteriores estamos interesados mas bien en la distribucion
de intensidades

@) o« fi@)P
x (14 cosyp) sinc? (9)

1. El primer paréntesis (lo llamamos factor I; porque sélo depende de la separacién
de las rendijas) se puede identificar como la interferencia de dos ondas con desfase
¢ (era de esperar).

Como se ve en la figura, los rayos que partiendo de la abertura convergen tras pasar por
la lente, deben salir de la abertura paralelos entre si. Hasta ahora el plano focal imagen
lo hemos parametrizado mediante =’ . Pero nos va a ser mas comodo hacerlo mediante
el dngulo #’, variable que determina el punto de la pantalla cuya intensidad queremos
saber (o, dicho de otro modo, la direccién en la que observamos). Para una onda plana
las equifases son planos que forman un angulo 6 con el plano de las aberturas. Siguiendo
el razonamiento del FP, la diferencia de camino éptico es A; — As. Con la trigonometria
apropiada,

sinf =

sinf =

Ay
d

Az
d
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Figura 10.21: Doble rendija. Los dos factores por separado. ¢ = 2w M para los maximos de I, que
varia mas deprisa (ya que d > a) que la I, para la que el maximo central estd en
' = f'sinf (y vale 1, nétese la ampliacién de los detalles finos a ambos lados del
maximo central que hemos efectuado). Se ha utilizado ¢ = 4¢

la diferencia de camino se convierte en diferencia de fase multiplicando por QT’T:

27
= —(Ay—A
4 \ (A 1)
2
= %d (sinf’ — sin6)

el objeto de todos estos calculos es identificar este ¢ con el que aparece en 1 + cos g,
el factor de interferencia. Comparando las expresiones, concluimos que la igualdad entre

’
X

ambos cédlculos exigirfa que sin§’ = %7, cosa que es falsa en general, ya que vemos en la

figura que . — tan@’. Pero hay que recordar que el cadlculo lo hemos hecho usando la

aproximacion de FF, que viene de la aproximacién paraxial de FRESNEL. Es decir, que si
los 4ngulos #’ son pequenos coinciden el célculo exacto y el aproximado

Zl/
sin@ ~tanf = =

f/

. .. .7 7’ . . / .
En lo que sigue utilizaremos ¢ en su expresién més exacta (sustituiremos % por sinf’),

fl
para ampliar el dominio de validez de los célculos.

2. El segundo factor es la difracciéon causada por una rendija. Lo llamaremos I,
porque sélo depende del tamano de la rendija.

Como vemos, el problema estd diseccionado en un factor de interferencia I; y otro de
difraccién I,. El aspecto de cada factor se muestra en la figura 10.21. Como la I; varia
mas deprisa que la I, podemos considerar que lo que hace esta tltima es modular la I,
como se muestra en la figura 10.22. El término de difraccién lo que hace es limitar el
numero de maximos de interferencia que podemos ver (précticamente sélo podremos ver
los que estén dentro de la campana central).
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10.7 Doble rendija

-15  -10 -5 0 5 10 15

Figura 10.22: Doble rendija. I (z') = I4 x I,,. El maximo central es el M = 0 de I. De nuevo se han
ampliado los detalles finos a los lados del maximo principal. Se ha utilizado ¢ = 8¢.

Mirando las integrales

2 .. ko
ﬂ(:ll/) o / ezksm&fe ’Lf/fffdf

d+§ o -k
+/ ezksmGEe lfrzfdé-
d

_a
2

podemos identificar el primer término como 41 y el segundo como o, los términos de
difraccién de cada una de las rendijas. Al considerar la intensidad vemos que aparece
el fenémeno de difraccién, puesto que una onda no difiere de la otra mas que en la
exponencial compleja e~
’122 = e—iSO{“

Es decir que se dan las condiciones de interferencia puesto que son ondas iguales salvo
diferencia de fase.

Si ocultdsemos una de las rendijas, se presentarfa Ij o |i1]* o Io o |dig|? (en funcién
de cudl tapemos). Pero sabemos que

I o |ao]* = |t |

de donde
I, = I, = sinc?¢

Las distribuciones de intensidades debidas a las rendijas separadamente son iguales. Es
decir, en FF, la figura de difraccién de una rendija no depende de si estd mas arriba o
ma&s abajo en el el plano de las aberturas. Lo unico que cambia es la fase que separa a
las ondas. Mover la rendija no desplaza la figura de difraccién. Ambas ondas comparten
el factor de difraccion. Se solapan sobre la pantalla, sélo distintas por la fase.

Al separar mucho las rendijas se acaba perdiendo la interferencia, ya que desaparece
la condicién necesaria de coherencia espacial entre las dos ondas. Obsérvese que no por
utilizar incidencia normal se pierde la inteferencia, ya que el desfase entre las dos ondas
tiene dos términos:
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zNT L X/

Figura 10.23: Red de difraccién de N rendijas de anchura a.

1. lo que las ondas llevan de desfase al llegar al plano de las aberturas, que, como
depende de sin f, se hace cero cuando la incidencia es normal.

2. lo que acumulan al llegar desde diferentes puntos del plano de las aberturas al
plano de la imagen, que no depende de si la incidencia es normal o no.

10.8. Red de difraccion. Poder resolutivo

Encontraremos analogias con el problema de interferencia de infinitas ondas represen-
tado por un FABRY-PEROT. El objetivo es obtener algo que en su parte de interferencia
se comporte como el FP. El montaje se muestra en la figura 10.23. Cada rendija la iden-
tificaremos por un ;. La distancia entre las rendijas es siempre la misma, d. La oap
se aproxima formando un angulo 6 con el eje z. Se puede decir que k € £z (ky = 0),
ky =ksin@ .

Observamos la onda difractada sobre una pantalla que podemos parametrizar por
coordenadas lineales (como x’) o angulares (como 6").

La integral que aparece en la aproximacién de FF la simbolizaremos por [. Esta
integral debe estar extendida a |J 2, es decir

N
ﬂoc/ = E /
N
Uj:lzj j=1 X

haciendo las mismas operaciones de cambio de variable que con la doble rendija, lo que
obtenemos es una serie de fases que salen de las integrales

aoc/ +e_w/ —I—e_%‘p/ —|—...—|—e_i(N_1)¢’/
21 21 21 Z1

130 Optica electromagnética - 1.1.0




10.8 Red de difracciéon. Poder resolutivo

(el factor que cambia en el exponente es debido a que vamos pasando de d a 2d a 3d,
etc.). En general

1 o (1 feTW 4+ e_i(N_l)‘P> /
31

N
x (sinc (¢)) x Ze"'(j_l)w
j=1

lo que cambia respecto a la doble rendija es que tenemos un primer factor que es inter-
ferencia de N ondas, y no de dos. Por otra parte, no es exactamente como el FP, puesto
que en este teniamos oo ondas interfiriendo. Y el otro factor es la difracciéon de una sola
onda, que modula la inteferencia del resto.

Las ¢ y ¢ son las mismas variables que en la doble rendija. Sumando la serie geométrica

haciendo el médulo al cuadrado y sacando factor comin
2
sin (N £
I (a:') o (2)> X sinc2¢

tenemos un factor I; de interferencia de N ondas y otro de difraccion, ya conocido: 1.

10.8.1. Analisis del factor de interferencia

Es precisamente este factor, tan diferente de (1 + cos ¢), el que permitira usar la red de
difraccién para discriminar longitudes con gran precision. Al depender en el numerador
de un seno es sencillo encontrar los ceros de la funcién: son los del numerador, que son
(me Z2)

N% = mm
_m
QO - Nﬂ-

esto es cierto para todos los valores de ¢ salvo para los valores en que se anule también
el denominador, que vamos a numerar con M

p=2Mnr
Los ceros comunes corresponden a los valores maximos mas grandes, y aparecen en

p=0,£2r, +4m, ...
El aspecto de la funcion es el que se muestra en la figura. Para justificar el que los
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-10 -5 5 10

Figura 10.24: Red de difraccién. La ecuacién ¢ = 2w M da la ubicacidn de los méximos principales.
La figura es para N = 10, escogiendo ¢ = 4.

maximos principales realmente lo son valgan los siguientes calculos

i P
lim I; = lim cte <s1n(N2))

©—0 0—0 sin £
Nop/2
= cte (np/ >
©/2
= cte x N?

Tenemos que comparar con los maximos secundarios. Cuando N es muy grande (N > 1),

que es el caso interesante
2
n(NX
I, = Cte< (( i]\;)>

in
~ cte X (37”)2
2N
2
~ cte X —
25

de modo que la altura relativa de los méximos, cuando N es muy grande, difiere por un
factor de 25 entre los principales y los adyacentes a éstos.
10.8.2. Modulacioén de la interferencia por la difraccion

Los méaximos principales ya no tienen todos la misma altura. El maximo principal es
para

p = ¢0=0
2 = f'sinf
o = 0

Si queremos ver varios maximos de interferencia tendremos que reducir las rendijas para
que la envolvente de difraccidon se haga mas suave. Los méximos se encuentran en la
direccién de incidencia, 6.
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10.8 Red de difracciéon. Poder resolutivo

0.0
04{0p
(0B o
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oyl
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-15  -10 -5 5 10 15

Figura 10.25: I (). Intensidad en la pantalla debida a la interposicién de una red de difraccién con

N =15y ¢ = 2.

Figura 10.26: Figura de dos rendijas y de NV

Poder resolutivo

Hay que senalar que los maximos de la doble rendija y los maximos de la red de
difraccién coinciden. Podemos ver en la figura 10.26 que anadir més rendijas se traduce
en que los maximos se contraen (son cada vez més estrechos: su anchura es proporcional
a %) El interferémetro de FP estaba caracterizado por la estrechez de los méximos, y
era esto lo que permitia medir magnitudes. La red de difraccién es a estos efectos tanto

mas sensible cuanto més grande sea el nimero de rendijas.

Vamos a construir un pardmetro que nos permita evaluar la precisién en la medida de

longitudes de onda de este dispositivo.

Un criterio posible es considerar que los méximos estan resueltos si la distancia de los

maximos es mayor que la mitad de su anchura

op
Ap| > —
[Apl 2 5
en términos de los datos del problema
27
A e
[Apl 2
2
Agl = 55 (sinf' —sing) dAx
2
p = Tﬂ (sin9/ — sin@) d=2tM
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(a) (b)

Figura 10.27: a) La figura varia con la longitud de onda. b) Longitudes de onda resueltas y no

resueltas.

como A 9
T
2w | M| — > =—
TIMl -2+
se tiene el criterio
A 1
—_— >
A T |M|N
0, mas habitualmente
A
— < |M|N
Ay S 1M

Comentario: el poder resolutivo depende de dos factores. Hay un factor que depende del
interferémetro (N) y otro de cémo lo utilicemos (orden de interferencia M). Conseguir
ordenes grandes es dificil por comparacién al FABRY—PEROT.

Ejemplo Numero de rendijas para resolver el doblete amarillo del sodio (A = 589.0nm

10.9.

134

y A = 589.6nm ) cuando la anchura de la red es de 10em y M = 1. Calcular la
separacion d de las rendijas.

Como A podemos tomar una cualquiera de ellas o el valor medio. AX = 0.6nm. En el orden

1 tenemos N > ﬁ ~ 982. En cuanto a d

_ 10em

~ 1000
deben estar a décimas de milimetro de distancia. Tomar una placa més grande no es
solucion, porque si se pierde la coherencia espacial no hay interferencia.

=10"*m

Por hacer

Las representaciones graficas de las funciones de BESSEL

Graficos 3D de intensidad en funcién de x,y para sustituir los graficos de dos
dimensiones como 10.16.

Una seccién (de lectura opcional) que incida en la conexién de la teoria de la
difraccién con las transformadas integrales de FOURIER.
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11 Ejercicios y problemas

11.1. Resueltos

Problema Consideremos el campo eléctrico
E (z,t) = Epcos (wt — kz) uy + Epsin (wt — kz) uy

siendo Uz, uy los correspondientes vectores unitarios. ;Es una onda armdnica?. Escribir
E en representacion compleja. ;Es una onda plana? ;Cudl es su estado de polarizacion?.

Respuesta Si es una onda arménica, pues se puede escribir del siguiente modo

cos (wt — kz)>

sin (wt — kz)
cos (wt — kz)
= E ]
0 (u Uy) (COS ((A)t — kZ - g))
. etwt—kz)
= Eoy(ug, ZUy) (ei(wt—kz)>

= (Eouy + Epiuy) ellwt—kz)

B0 = Bl (

Problema Dar respuesta a las siguientes cuestiones

1. La suma de dos ondas planas ses siempre una onda plana?.

2. sLa superposicion de dos ondas linealmente polarizadas ;estd siempre linealmente
polarizada?.

3. La superposicion de dos ondas circularmente polarizadas sestd siempre circular-
mente polarizada?.

Respuesta
1. Una onda arménica es aquella para la cual

on

2
92 = —w’E
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11 Ejercicios y problemas

lo que es equivalente a la definicién que hemos dado
E; = Aj(r)cos (wt — gj(r))

Se verifica que la dependencia temporal es armonica, lo cual no quiere decir que
forzosamente la funcién dada sea una onda, es decir, cumpla la ecuacién de ondas.

2. Representacién Compleja
k i[br- (ui+u )—wt]
E = Egcos 721'- (111+]12) e'l2 1Truz

Nétese que cambiar el signo del argumento de la exponencial no cambia nada en
la representacion real, pues el coseno es una funcién par. Sélo hay que pasar a
representaciéon compleja el coseno que lleva la dependencia temporal. Lo que puede
ser muy util, y ademas es legitimo es reescribir el coseno que no depende del tiempo
usando la férmula

Observacidn: si utilizamos una férmula trigonométrica para descomponer el pro-
ducto de cosenos obtenemos una suma de dos ondas armoénicas. Se deja como
ejercicio para el lector.

3. Velocidad de fase. Los frentes de onda corresponden a los puntos que verifican
k
wt — §-r(u1 + uy) = cte

para simplificar supongamos que la suma u;+ug sigue el eje z (u; + uz = |u; + uz| u,).
Entonces

k
wt — 5% |up + ug| = cte

es decir, planos perpendiculares al eje z. La velocidad de fase es el coeficiente que
multiplica al tiempo en

2w cte
z = t—2
k\u1+uz| k|u1+u2]
cte
vt — 22—
! k|u1—|—u2]

Lo tinico que podemos decir es que serda menor que la velocidad de la luz en el
vacio. Para dar mas precisiones necesitariamos conocer u; y uo.

4. Expresarlo como superposicion de oap

E = Z onei(kj . r—wjt)
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11.1 Resueltos

para hacerlo no hay méas que recordar la expresién del coseno que no depende del
tiempo en funcion de exponenciales complejas. Manipulando un poco la represen-
taciéon compleja se obtiene, pues,

&ei(kul ‘r—wt) + &ei(k‘uz ‘r—wt)

2 2

E=

donde k1 = kuy y ko = kug y w1 = wy = w. Ahora podemos responder a la
pregunta de si el campo dado es una oem: lo es en la medida en que se descompone
en suma de oap, que son soluciones cada una de ellas por separado (siempre que
k| = ¢) y la ecO es lineal (la suma de soluciones es solucién).

Problema Para cierta onda armonica plana

E (Z, t) — Eoei(szwt)

p+iq
Eq =
‘ (f—+ig>

con p,q, f,g € R. ;Cudl es el estado de polarizacion en los siguientes casos?

se tiene

1. f=2p,g=2.
2. f=q=0,p=g

3. p=0,9q=0

Respuesta

1. f=2p,g=2q. Esto implica

Bo = (p+ ig) (;)

luz linealmente polarizada: 6y — éx = 0. En representacién real p + iq = e'? y se
tiene

E, = acos(wt—kz—)
E, = 2acos(wt—Fkz— )

de donde se obtiene la polarizacion exactamente: es la recta

E, =2E,
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2. f=2p, g =2q (hacer). Este segundo caso da circular levigira y en representacién
real, las ecuaciones paramétricas de una circunferencia

E, = pcos(wt—kz)
£y

psin (wt — kz)

3. conp=0,q=0

B = (7 +i) ()

de nuevo luz linealmente polarizada, vibrando en el eje y.

Problema FEstimar la amplitud del campo eléctrico de una oap cuyo promedio temporal
del vector de POYNTING es

1. 125 W/m? (bombilla)

a) 1kW/m? (luz solar).
b) 1 W/cm? (ldser continuo He-Ne).
¢) 1MW /cm? (ldser pulsado).

Respuesta No hay més remedio que hacer una hipdtesis: que las ondas son expresables
como oaps. Y esto es totalmente falso en la mayoria de los casos.

E — Eoei(k : r—wt)

Sabemos que

1 Jeo 2
S) ==,/ E
()] = 5/ Ed

[Bo| = /2 %KS)!

los valores numéricos que se obtienen son 307%, 868%, 2.7 X 103%, 2.7 X 106%, respec-
tivamente. Para comparar, el campo eléctrico que siente un electrén de un atomo de H

de donde

es, muy aproximadamente
1 1 \%4
E| — ~ 101t =
podemos apreciar que los cem de las ondas son siempre muy pequenos comparados con
los campos atémicos internos. Esto puede servir para justificar la aproximacién lineal

para la fuerza recuperadora que hemos adoptado en el desarrollo tedrico.

 dmeg r? m
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11.1 Resueltos

Problema Consideremos dos ondas planas monocromdticas linealmente polarizadas que
se propagan en la misma direccion. Determinar el promedio temporal del vector de POYN-
TING de la superposicion de ambas ondas si las dos ondas tienen la misma frecuencia y
los vectores B perpendiculares.

Respuesta Suponemos propagacién en el eje z, por lo que escribimos la proporcionali-
dad a un vector real como

E01 X Ugp

Eog X Uy

La superposicién de ambos campos es una oap de amplitud (Eg; + Eqz2) e'kz=w1) de modo
que, segun la férmula

8) = 5/ 52 B + Boal* i = ((81) + (82)

Observaciones: para que esto ocurra basta con que los productos escalares Eg; - Eg2 y
Eo: - E, sean nulos. Los estados de polarizacién en que esto ocurre se llaman estados
de polarizacion ortogonales. Pero esta condicion ademas de las polarizaciones lineales
ortogonales, la cumplen dos ondas polarizadas circularmente, una dextro y otra levo.

Para llegar a esto bastaria con haber considerado detenidamente la estructura de la
onda y la definicion del vector de POYNTING.

1
S:;(E1+E2)/\(B1+B2):Sl+82
0

como la operacién de promediado es lineal se llega a (S) = (S1) + (S3).

Problema Una carga ligada es iluminada por una onda armonica, plana y circular-
mente polarizada que se se propaga en la direccion Z. Demostrar que r (t) describe una
circunferencia en el plano XY .

Respuesta La ecuacién de la trayectoria de una carga ligada es

q .
r(t) = — ’;‘ Ege ™!

2 .
w; — iyw

Una oap que se propague en la direccion del eje z cumple

V-E =
k-E =

de modo que la componente z del campo segun el eje z es nula. Asi sucederd con el vector
r (t), que es proporcional a él. De suerte que el movimiento de las cargas se produce en
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(http://fig.alqua.org)

Figura 11.1: El vector r persigue al vector E

el plano zy. Es evidente que la trayectoria es circular, puesto que los dos vectores son
proporcionales.
De otro modo,

r— ﬁEoefiwt — |ﬁ| eiéEfiwt — ’6‘ Eoe—iw(t—%)

es decir, r (t) = || E (t - %) La trayectoria que sigue la separacién entre cargas es la
misma que la del campo eléctrico, solo que con un desfase temporal. Y esto se puede
aplicar a cualquier estado de polarizacién.

Problema Demostrar que el promedio temporal de la potencia transferida a un electron
ligado P = (qr - E) cuando es iluminado por una oap es

q2 ,yw2

_ 2
2m (2 — wg)Q 1202 |

[Eo

Evaluar esta expresion con los datos del problema anterior. Calcular el tamano de una
superficie sobre la que incide la misma potencia debido a la misma onda armonica plana.

Respuesta

1. No hay més que escribir explicitamente la expresién ¢r-E y hacer su promedio
temporal

iwt

qr = aE = aEge™
donde « es la polarizabilidad. Como hemos separado la dependencia temporal

g = (—iw) aEge ™!

Como tenemos un producto de cosas, que no es una operacién lineal, no podemos
utilizar la representacién compleja. De modo que vamos a pasar r y E a represen-
tacién real. Pero eso ya lo hicimos para el vector de POYNTING, s6lo que con un
producto vectorial y no escalar. Revisando esos calculos uno se convence de que

(g B) = SR (g B}
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Aqui si que vale la representaciéon compleja
g - E¥ = —iwa [Eg|?

de donde )
P=-"(a—a")|Ef
4
expresion de la que se sigue inmediatamente la conclusion. Esta es la energia que
la carga extrae de la onda incidente. Obsérvese que es proporcional a 7.

Para w = 5 x 10'® rad/s la potencia extraida por la carga es 4.34 x 10725V mien-
tras que para wg es 1.4 x 10710 juna diferencia de quince érdenes de magni-
tud!. Cambios pequenos en frecuencia significan cambios enormes en la interaccién
radiacién-materia. Toda la energia que extrae la carga es luego reemitida en forma
de ondas electromagnéticas.

Es una forma de evaluar el tamano efectivo del atomo, la seccién transversal que
absorberia la misma energia que la carga ligada. Esa superficie se llama seccion
eficaz. El (S) es potencia por unidad de superficie, de modo que (si la normal a la
superficie coincide con el vector de POYNTING)

[(S)IA=P

Como se trata de una oap, se cumple

_ 1 Jeo oo
(8) =3/ ol

y no hay mds que sustituir los datos en la expresion A = @. Se encuentra,

respectivamente, para w = 5 x 10'%rad/s la seccién eficaz es de 3.34 x 10~28m?
mientras que para wg es 1.08 x 1073m? juna diferencia de quince érdenes de
magnitud!. Si suponemos la superficie circular, los radios respectivos son 10~5nm
y 185nm. Este segundo ntimero es enorme. Esto es una signatura de que nuestros
calculos en la resonancia no son tan precisos como pensamos. El primer dato viene
a ser una milésima del tamano del dtomo.

Problema (el cielo azul...) Sien el problema anterior wy estd en el ultravioleta, digase
si la potencia transferida es mayor para una w en el rojo o en el azul (considérese
v w <K wp)

. . 2
Respuesta Las aproximaciones que hacemos son (w2 — w%) —72w? = wé‘ +~2w? & wé
2 .02
g w 2
P~ ) |E0’
2m w

como wy4 > Wg, se concluye que la carga es mucho mas sensible a las ondas en el azul.
Observaciones:
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Figura 11.2: Aspecto cualitativo de la funcién P (w) con wy = 10

En la bibliograffa encontraremos una dependencia no en w? sino en w?, ya que se

suelen tomar mejores aproximaciones de la dependencia con 1 de 7.

Esta férmula puede dar cuenta del color azul del cielo, asi como de los tonos rojizos
del atardecer. Las moléculas del aire extraen mas azul que rojo de la luz blanca
incidente. Y reemiten en azul, pero no en la direccién incidente, sino en todas
direcciones. En el haz que progresa, por esto mismo, queda mas rojo que azul.

Cuando por el dia miramos a una direccién arbitraria del espacio (que no sea
la del sol) la luz no puede venir méas que de la dispersién de la luz solar por la
atmosfera. En el crepusculo ocurre el fenémeno complementario: cuando miramos
al sol, que ademds atraviesa una gruesa capa atmosférica por ser casi tangencial,
vemos las componentes cromaticas que quedan en el haz que progresa, es decir,
mayoritariamente el rojo.

Este calculo lo hemos hecho suponiendo que la atmésfera es un medio épticamente
no denso, lo que es falso. Pero nuestra suposicion funciona porque en realidad
existen fluctuaciones de densidad, bolsas de aire de mayor densidad que el entorno
que se comportan como una especie de agregados que, ellos si, constituyen un
medio 6pticamente poco denso para el que vale el tratamiento que se ha utilizado
suponiendo unidades mas pequenas.
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Problema Se tiene un dieléctrico que tiene una sola frecuencia de resonancia wg =
3.01 x 10'® rad/s. En dicho medio se propagan tres ondas de frecuencias

3.04 x 10 rad/s

wp =
wy = 3.14 x 10" rad/s
ws = 3.02x10% rad/s

¢Cudl de ellas se atenuard mds a medida que se propague?. ;Por qué?.Por sencillez
considérese que para dichas ondas k y a son paralelos.

Respuesta Hay atenuacién en tanto en cuanto hay absorcién (si K = 0 entonces a | k
o bien a = 0, y en el primer caso la onda no se atentia a medida que se propaga tampoco:
el promedio temporal del vector de POYNTING no decrece). Si imaginamos la situacién
k || a para las tres ondas a = “xu,. Pero una vez que x # 0 (y eso ocurre para las
tres frecuencias) estrictamente no se puede decir para qué w la atenuacién es mayor.
No obstante, si nos restringimos al caso particular expuesto, y teniendo en cuenta la
representacion k (w), la solucién es w3 (a depende no de k sino de kw, pero eso no
cambia la conclusion —monotonia de la funcién, todas las frecuencias al mismo lado del

pico—).

Problema (ionosfera: transparente al visible, espejo en radiofrecuencia) En la ionosfera el
. . Y -3 . ..
ndmero de electrones libres por metro cibico es N ~ 10" m™°. Calcular su contribucion

an y Kk para frecuencias del visible suponiendo que vy es despreciable.

Respuesta Con 7 ~ 0 se tiene el indice

e 1 :1_0073

n2=1-N 5

c

Me€o W2 w

utilizando, como para el caso de los metales, la nocién de frecuencia de plasma, w, =

N
me€o’

rial. Una evaluacién numérica para los electrones de la ionosfera arroja

que es un parametro que agrupa todas las caracteristicas intrinsecas del mate-

11 -3
1.602 x 107 °C 107'm i
9.1 x 10-31kg x 8.85 x 10-12-

1.76 x 10"Hz

Wp =

1R

que estd muy por debajo de las frecuencias del visible (orden 10'°Hz), lo que significa
nz ~1

entonces n. >~ n y por lo tanto x >~ 0. La ionosfera es transparente al visible, hecho
concordante con la experiencia diaria. Por otra parte, el valor del indice n ~ 1 es también
lo que cabia esperar. La ionosfera serd completamente transparente para el visible, pero
reflectora para las radiofrecuencias, lo que es utilizado para propagar las ondas de radio.

http://alqua.org/libredoc/OE 143



http://alqua.org/libredoc/OE

11 Ejercicios y problemas

Problema El promedio del campo eléctrico sobre los dtomos viene dado por E + %P.
Demuéstrese la siguente relacion entre la constante dieléctrica relativa €, = é y la
polarizabilidad atémica .

2N,
€ = 1+ 3e0
L 1_ Nyo
3eo

Respuesta Ligabamos la constante dieléctrica con la polarizacién a través del momento
dipolar por unidad de volumen.

P = xecoEmac

e = e (1+xe)
N 1

P = a—— Z Ej,mic
AV N JEAV

Vamos a considerar que el promedio del campo microscépico actuante sobre los dtomos
no es E (como en el desarrollo de la teorfa) sino E + %P. Entonces

1
360

con Ny = T]\\[/' Si despejamos
Nva

_ Nya
1 3eo

P=

mac

y la susceptibilidad es
Ny a
_ €0
Xe = T Nya
3eo

de donde se llega sin dificultad a la igualdad propuesta en el enunciado.

Problema Aprozimese €, en el problema anterior si &9 < 1.
€0

Respuesta Lo que podemos hacer es desarrollar el denominador en sdp del término
pequeno y quedarnos en la aproximacion lineal.

2Ny«
€ _ 1 + 3eg
T - 1 _ Nva
3eo

2N N,
= (1422 (e
360 360

despreciando términos cuadréticos en «

2Nya  Nya Ny a
va  Ave v

~1
e * 360 360 €0
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Figura 11.3: Un prisma de vidrio de dngulo «.

Esta expresién que hemos obtenido es la que hemos manejado en la teoria. Esta aproxi-
macién consiste en despreciar el término % en el promedio del campo actuante sobre los

atomos. La condicién de validez de la aproximacién utilizada en teoria es, pues ]g—oa < 1.

Problema (prismas para desviar sin pérdidas) Considérese un haz plano linealmente po-
larizado que incide desde el aire sobre un prisma transparente de vidrio de dngulo o (ver
figura 11.83). Se desea que dicho haz atraviese el prisma sin sufrir pérdidas por reflexion
en ninguna de las dos caras. ;Cudnto deben valer

1. el acimut del haz incidente
2. el dngulo de incidencia

3. vy el indice de refraccion del prisma

para que tal cosa ocurra?

Respuesta No queremos que haya luz reflejada en ninguna de las interfases, para que
la atenuacién sea minima. En principio tenemos que calcular los coeficientes de reflexién
y ver en qué circunstancias se anulan

Ry = rj4
Ry, = riAl

R; = 0 implica forzosamente A; = 0 ya que r; nunca se anula: el haz incidente debe
tener s6lo componente paralela (acimut cero). Por otra parte r| = 0 implica que la
incidencia en la primera cara del prisma debe ser en angulo de BREWSTER 01 = 6p . Los
resultados se pueden trasponer a la segunda cara: la incidencia debe ser alli también en
angulo de BREWSTER. Hace falta ver qué valen 0; (o) y n, ().
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Con la condicion de BREWSTER, la ley de SNELL, etc, escribimos:

tanf; = ny,
sinf; = mn,sinf]
nycosfy = cosf]
sinf] = cosf;
T
/
1 + 01 = 5
tanf = n,
1
tanfy = —
Ty
sinfly = mnysind)
Ny cosfy = cos 9’2
sinfy, = cosf
T
/
92 + 62 — 5

de aquf se tiene 01 + 02 = 7;

expresion, en la que aparece «

utilizando las tres relaciones entre angulos se llega a la

T—0—0+a = 7
o = 9/1+92

si usamos el valor hallado para o con 6y = 6] llegamos a 6y = % o bien 07 =
También

¢
-

_ 1
~ tan (%)

Comentario: la trayectoria del rayo dentro del prisma es perpendicular a la bisectriz del
angulo, lo que coincide con la condicién de desviaciéon minima. Por otra parte, la utilidad
de un prisma como el que acabamos de describir es desviar un rayo sin pérdidas. Este
método presenta ventajas frente a la utilizacién de espejos, siempre que seamos capaces
de obtener medios perfectamente transparentes.

Ty

Problema Un haz de luz linealmente polarizado incide sobre un prisma isdsceles de
indice de refraccion 1.5 tal y como se muestra en la figura 11.4. El campo eléctrico
oscila en un plano que forma un dngulo con el plano de incidencia de 45°. Se desea
saber el tipo de polarizacion del haz saliente s y su intensidad respecto a la del haz

incidente i en los casos en que el medio que rodea al prisma sea: a) aire (n =1) b) agua
(n=1.33).

Respuesta

1. Planteamiento. Se tiene ‘A”‘ =|A4,| = % |A| (el acimut es o = 45°). Para respon-
der a las preguntas sobre el haz s (haz emergente) tenemos que poner en relacién
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N45°
\

Figura 11.4: Prisma isésceles de n = 1.5.

las amplitudes, lo cual se hace con las férmulas de FRESNEL. A los sucesivos pro-
cesos de transmisién-reflexién-reflexién-transmision los denotaremos por 1,2,3,4

respectivamente.
o= Ay
Ay = 9020,

Vamos a despreciar reflexiones multiples: la onda se podria reflejar en 4, recorrer
el camino inverso, reflejarse de nuevo en 1 y volver para contribuir a la onda
emergente. Habida cuenta de que n = 1.5 la contribucién seria, en todo caso muy
pequena.

2. Calculo. Una vez escritas las férmulas anteriores sélo queda calcular. Las transmi-
siones 1,4 son en condiciones de incidencia normal (6 = 0)

1) _,0) _ _2na
t” =t = Ng + 1N
a
@ _ @ _ _2n
t” == Ng + N
a
por simetria sabemos que rﬁ2) = rﬁg) y rf) = rf). Consejo: cuando vayamos

de mayor a menor indice es conveniente examinar si estamos en condiciones de
reflexién total o no para escoger las expresiones adecuadas. Para saberlo calculamos
nsin45° = 1.06 y lo comparamos con n.

» Sing = 1 estamos en reflexién total (vidrio-aire)

» Si n, = 1.33 no hay reflexién total (existe 6’ para el caso vidrio—agua).

Tenemos que separar el estudio de ambos casos. Comenzaremos por el caso mas
sencillo (n, = 1.33).

a) Podemos usar las férmulas para los coeficientes de reflexion en las que apa-
recen los indices de ambos medios, el angulo de incidencia y el angulo de
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148

refraccién (que hallamos por la ley de SNELL y vale 6/ = 0.92).

rp = 0.01921
ry, = 0.1386
) =1V = 094
=" = 1.06
el resultado es
| = 37x107'A; =26 x10""|A|
| = L9x10724; =1.35x 10 ?|A]

como A’ x vector real la polarizacién es lineal. Podemos calcular su acimut,
que vale

A

tana/ = =L =52
an o m
o = 89°

El que los coeficientes de transmision sean mayores que 1 no significa que la
energia aumente en la transmision. Como en la media del vector de POYNTING
aparecen los indices hay casos en que un coeficiente es mayor que 1y la energia,
por supuesto se conserva. De hecho, cuando el cambio de medio se produce
en el sentido de disminucién de indice, como es el caso de este problema, se
demuestra que los coeficientes de transmisién tienen que ser mayores que 1.
Las que tienen que ser menores que la unidad son las transmitancias, ya que
en su expresion intervienen los indices para compensar:

/
n
T = —|tof
n
Para responder a la segunda cuestién hace falta percatarse de que
/ 2 12
II ’A/‘Q ‘A“‘ +|AJ_|

=183 x 1074
I AP AJ?

Apenas se refleja luz (menos de un 0.02 %).
Ahora tenemos que resolver el caso en que hay reflexién total (n, = 1).
ro= R

r, = €Z6L

si queremos saber el estado de polarizacion sélo nos interesa la diferencia de
fase, por lo que usamos la expresion

5 _5” cosf4/sin% 6 — (%‘1)2 1
tan = —
( > sin” 6 3
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de donde 0, — 4§ = 0.32rad = 18.4° y

=" = 08
=" = 12
que conducen a las siguientes relaciones entre las amplitudes de entrada y la
de salida
= 0966 A =0.679¢1 A
A = 096+ A, =0.679¢20L A

2(6L —0)) =1.287=73.7°

No es lineal, y como la diferencia de fases no es 3 tampoco tiene polarizacién
circular, luego la polarizacién es eliptica.

Falta por relacionar las intensidades

/ 2 72
I’ ‘A“ + 14|
— = —2 =
I Al

0.92

El 8% que se pierde es muy poco: los dieléctricos apenas reflejan en incidencias
préximas a la normal.

Problema Un haz plano monocromdtico de longitud de onda A incide desde un medio
transparente de indice de refraccion n al vacio, con dngulo de incidencia 8 = 60° (11.5).
La onda estd linealmente polarizada de modo perpendicular ol plano de incidencia. Cal-
culese el indice de refraccion n para que la superposicion del haz incidente con el reflejado
produzca un campo eléctrico nulo (|E|?> = 0), en cualquier instante de tiempo en el plano
z= —%. (A es la longitud de onda en el medio).

Respuesta Tenemos que escribir una expresién para ambas ondas, sumarlas e imponer
su anulacién para todo instante en el plano z = —%. La onda incidente es

Aei(k . r—wt)uy

donde k = ksinfu, + kcosfu, con k = k| =n% = 2T (X es la longitud de onda en el
medio). La onda reflejada tiene un vector de ondas con signo cambiado en la componente
z: kK" = ksinfu, — k cos fu,

(K r—
TLAGZ(k r—wt)

Uy
Sumamos para obtener

E=A (eikcos 0z + m_e_ik c0502> ei(ksin Gz‘—wt)uy
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\\‘/;v’/ 0

Figura 11.5: Interfaz medio transparente — vacio.

El primer paréntesis debe ser cero si queremos que el campo se anule para todo ¢. Eso
es porque la parte dependiente del tiempo es suma de dos funciones (seno y coseno) que
no se anulan a la vez nunca. En definitiva

r, = _eiZk cos Oz
utilizando que zp = —% y 68 = 60° obtenemos
_j4m
’]“J_ = —e g 3

para ligarlo con el indice de refraccién del medio inicial necesitamos una expresién para
r1. Advertimos que es un caso de reflexién total (el coeficiente es un nimero complejo
de médulo unidad), y las expresiones son entonces

r, = L
5. sin? @ — (%)2
tan | — = -
( 2 > cos ¢
y como 0| :—%ﬂ—i—wse despeja n = /3/2.

Problema (férmulas de Fresnel) Se tienen dos medios isétropos y homogéneos. El pri-
mero es un dieléctrico transparente de indice ni. Sobre la superficie que los separa incide
con dngulo 0; una onda plana monocromdtica linealmente polarizada a 45° con el plano
de incidencia. Si 0; = 0 spuede la luz reflejada estar circularmente polarizada? Sabiendo
que para 0; # 0 la luz reflejada estd elipticamente polarizada y la reflectividad es menor
que la unidad, indique la naturaleza del sequndo medio.

Respuesta Para responder a la pregunta por la polarizacion de la luz reflejada apli-
camos las férmulas de FRESNEL: 6; = 0 implica rj = —r,. Nunca podremos tener un

haz reflejado polarizado circularmente, ya que al cumplirse (SD =7y (_AALL) la amplitud
reflejada es proporcional a un vector real, y por lo tanto el haz es linealmente polarizado.
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Para caracterizar la naturaleza 6ptica de un medio tenemos que especificar la parte
real e imaginaria del indice de refraccion. Por ser la luz reflejada eliptica, puede ocurrir
que:

» segundo medio transparente, pero en reflexién total (ny > ng y 6; > 6.) o bien

» segundo medio absorbente (k2 # 0).

El hecho de que en el primer caso R = 1 indica que la respuesta es la segunda opcion.

Problema FEl tensor dieléctrico para cierto material es

a 1 0
€= €0 —ib a 0
0 0 d

siendo a,b,d numeros reales con a > b > 0 y d # 0. Calcular los posibles vectores de
onda y las polarizaciones correspondientes para una onda armonica plana con vector de
ondas en el eje z.

Respuesta El medio cumple ¢ = ¢ (matriz hermitica). Es transparente y dpticamente
activo. Vamos a atacar el problema como el de los medios no activos, utilizando las
ecMm. En particular se llegaba a la relacion

(k-Eo) k — K*EZ + powéEqg = 0

como k; = ky =0y k., = k y utilizando ppep = ¢~? la matriz queda

(8 a—ri()% 0 E,
—i ()% () a-k 0 Eyy | =0
0 0 ()*d Eo.

para que M| = 0 los valores que puede tomar k son dos:

by = “Vath

C
entonces
a2 f b 0
M(k+):(—> —ib —b 0
¢ 0 0 d

el vector Eg que satisface la ecuacién de autovalores M (k) Eg = 0 es

1
Eo=A, | —i
0
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con A € C. Es luz circular dextrdgira. Siguiendo los mismos pasos se halla

1
Eo=A_ | +i
0

para la ecuacién de autovalores M (k—) Eg = 0 (luz circularmente polarizada levogira).
Cuando estudidbamos los medios no activos teniamos luz linealmente polarizada. En
medios activos la polarizacién serd en general eliptica.

Problema (actividad éptica)

Si en el problema anterior E(z = 0,t) estd linealmente polarizado segin el eje x
calcular el estado de polarizacion en z = d.

Respuesta
E (0,t) < u,
dicho de otro modo
Ey '
EOt=[ 0 |e ™
0

hemos encontrado que las ondas que se propagan segun el eje z deben ser combinaciones
lineales de las ondas que escribimos en el problema anterior. Es decir

1 1
E (Z, t) = A+ —1 ei(k-&-Z*Wt) T A_ i ei(k_szt)
0

vamos a determinar los coeficientes de la combinacion lineal con ayuda de las condiciones
del problema

AL +A_ ‘
E0,t)=| i(A_.—A;) | e ™
0
en consecuencia A, = A_ = % El campo es
E 1 1
E (d’ t) — ?O _Z 61(k+d) + Z el(kd) e—iwt

0

una posible forma de saber el estado de polarizacion es sacar la fase asi

cosf
(kptko) )
E(d,t)=Ep | sinf |e¢€' Todgist
0
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con 0 = (ky —k_) %. En esta expresion resulta muy claro que la luz es linealmente
polarizada, formando un angulo 6 con el eje x.

La direccion de polarizacién va rotando a medida que el haz se va propagando. Esto
es lo que recibe el nombre de actividad optica.

Problema Una onda armdnica plana incide desde el vacio sobre un medio anisétropo
unidxico siendo el dngulo de incidencia distinto de cero. El eje optico es perpendicular
al plano de separacion entre el vacio y el medio, y ne > n,. Se desea saber el estado de
polarizacion de la onda refractada cuyo vector de ondas forme el mayor dngulo con la
normal a la superficie.

Respuesta En general se propagaran dos ondas con polarizaciones distintas. Para de-
terminar los vectores de onda tenemos que cortar la superficie de vectores de onda con el
plano de incidencia. Se trata de una superficie bifoliada, una de cuyas secciones es una
semicircunferencia y una semielipse. Como el radio del elipsoide de vectores de onda en
el plano perpendicular al eje éptico (que es su eje de revolucién) es n.% sabemos que
la elipse serd mas grande que la circunferencia. La proyeccion sobre el eje x de ambas
ondas es la misma. La ordinaria se traza univocamente dibujando el extremo del vector
en la circunferencia y la extraordinaria poniéndolo en la elipse.

De las dos, la que mayor angulo forma con la normal es la ordinaria. Su polarizacion es
lineal perpendicular al plano formado por k, y el eje ptico, es decir, en nuestra eleccién
de ejes, sobre el eje .

Problema Si se observa un objeto muy lejano a través de una lamina planoparalela de
un medio anisétropo se ve una imagen en lugar de las dos imdgenes que se verian si el
objeto estuviera muy cercano. s;Por qué? Considérese que sobre la ldmina incide un haz
de rayos paralelos procedentes de un objeto puntual en el infinito y que se observa en el
plano focal imagen de una lente delgada convergente.

Respuesta La luz llega en forma de oap, segin la hipdtesis sugerida en el enunciado.
Esa onda, en general, dard lugar a dos ondas distintas dentro del medio anisétropo, que
a su vez se propagaran separadamente a la salida. Si nos dicen que sélo se ve una a
la salida, quiere decir que las dos tienen la misma direccién (es decir, que sélo hay un
vector de ondas a la salida: k”).

Sabemos que k; se conserva (condiciones de contorno). En la primera cara de la lamina

k; =k
Por ser la lamina planoparalela podemos escribir la igualdad

k, =k, =k
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B

L
A

Figura 11.6: Prisma anisétropo unidxico.
tanto k como k” estdn en un medio isétropo. Las tres componentes de k” estdn especi-
ficadas, al tener una condicién sobre k} y la condicién (que no se verifica para k')
w
‘k//‘ = n=
c

El reparto energético entre los rayos emergentes depende del eje 6ptico, el estado de
polarizacién de la onda incidente y los angulos de incidencia, por lo que no podemos
precisar nada sobre él.

Problema Una onda armdnica plana incide normalmente sobre una de las caras de un
prisma tal como indica la figura. El prisma estd hecho de un medio anisétropo unidxico
con el eje dptico perpendicular ol plano de la figura. Calcular el indice de refraccion n del
medio que rodea al prisma para que la onda ordinaria sufra reflexion total en la cara AB
mientras que la extraordinaria no la sufre. Considérense § = 60°, n, = 1.66 y n. = 1.49.

Respuesta Pasos a seguir: introducir la luz dentro del prisma. Las componentes tan-
genciales dentro del prisma, por aplicacién de las condiciones de contorno, seran (las de
ambas ondas) cero, de modo que la propagacién continuard en la direccién de incidencia.

’ko| = TNor

al€al&

|ke| = TNex

Tenemos que imponer que la onda ordinaria sufra reflexion total: la componente tangen-
cial del vector de ondas debe ser tal que no haya ninguna componente tangencial en el
segundo medio que la pueda igualar

. w . w
|ko|sinf = n,—sinf > —n
c c
nesinf > n
La condicién analoga para la onda extraordinaria es
n > nesin @

combinando ambas desigualdades

nesinf >mn> n.sinf
1.44 >n> 1.29
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(http://fig.alqua.org)

Figura 11.7: Los polarizadores del problema, P, P, y P; respectivamente.

ése es el intervalo de indices posibles.

Comentario: este prisma es un polarizador (a la salida tenemos luz linealmente po-
larizada independientemente del estado de polarizacién de la onda de incidencia) . La
componente ordinaria no progresa mas alla del prisma en la direccién de interés (se suele
colocar otro prisma debajo para enderezar el rayo que nos interesa).

Problema Supdngase que un polarizador lineal gira a una velocidad angular € entre
un par de polarizadores cruzados entre si (figura 11.7). Demuéstrese que la intensidad
luminosa emergente es

1
I(t) = go (1 — cos4Qt)

donde Iy es la intensidad emergente del primer polarizador.

Respuesta La forma mds comoda es escribir las matrices y aplicarlas al estado de
polarizacién inicial. Vamos a suponer que la polarizacién inicial es lineal y esta vibrando
segin el eje z. Si Iy = |A[?

i)

ésta es la amplitud que abandona el primer polarizador. Las matrices son

0 0
o= (0 7)

P, _ cosZ Ot sin 2t cos Q2
2=\ sinQtcos Ot sin2 Qt

La amplitud emergente debe ser

A" = P3PA
0
= VI
0 (sin Qt cos Qt>
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Figura 11.8: Sistema de polarizadores.

y la intensidad correspondiente
I' = I (sin Qt cos Qt)?
I
= ZO sin? 20t
I
= go (1 — cos4Qt)

Sin hacer matrices, se puede razonar que el haz de luz a la salida del P, estara vibrando
en la direccién de su eje, es decir

Ot
A" = \/%cos Qt (COS )

sin Ot

el P5 s6lo deja pasar la componente y, por lo que

0
Al =/] Q
Vo cos Qt (sin Qt>

que es el resultado al que hemos llegado usando el formalismo matricial.

Problema Sea el sistema de la figura. Py y Py son dos polarizadores cuyos ejes de
transmision coinciden con el x y el y, respectivamente, y L es una ldmina planoparalela
de un medio anisotropo unidxico con eje optico paralelo a las caras, formando un dngulo
a con el x. Suponiendo que perpendicularmente a Py inciden sobre el sistema dos ondas
planas monocromdticas de longitudes de onda A1 y A2, scudnto deberdn valer o y el
espesor de la ldmina para que el sistema deje pasar unicamente A1 con transmision
mdrima eliminando completamente el otro haz?

Respuesta Siempre podemos calcular las matrices de L y P, y aplicarlas al estado de
polarizacién procedente del primer polarizador, P;.El angulo del eje éptico de la lamina
con el eje z lo etiquetamos «, por lo que el dngulo con el eje y es @ = o — 7/2.

()
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(http://fig.alqua.org)

Figura 11.9: Secciones por el plano zy de P, L y P, respectivamente

La matriz de la lamina retardadora depende de la longitud de onda,
. cos?@+ e¥sin?@  cosasina (1 — e*i‘;)
~ \ cosasina (1 - e_"s) sin®@ + e cos? @

0 0
2= (0 7)

con & = 2T (ng — ne) d

Entonces
A’ = PyLA
de donde
I s — —id 0
Al = \ﬁsmacosoz(l—e ) <1>
! 2= 2 (5
I' = Isin”2asin 5

pero tenemos §; = %\—” (no — ne) d.

1. Si I;\Q = 0 entonces sin %2 = 0. Por tanto d3 = 2wm con m € Z. Ya tenemos una

condicién sobre d de la lamina.

d— m)\2

To — TNe

Fijémonos en que para que la luz llegue segun el eje x al segundo polarizador, es
necesario que la lamina no cambie el estado de polarizacién de la luz incidente, es
decir, que 6 = 2mm.

2. Para la segunda condicion es necesario que se maximicen los dos factores

sin 2o = +1

sin? <61>
2
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debe ser méximo también, de donde

51 = (2M—|— 1)71'
_ gppl2 (e,
A1 (ne — ne))\l

con M € Z. Si suponemos que la diferencia de indices es la misma para ambas
longitudes de onda

A2
01 =27 M—=
1 m iy
todo lo que podeos escribir es
2M + 1 B A
2m B /\1

que no podriamos verificarlo siempre, porque a un lado tenemos un racional y a
otro un real. Pero tenemos dos escapatorias

a) Los racionales son densos en los reales, y podemos aproximar un real cada
vez mas eligiendo m y M cada vez més grandes.

b) En el mundo real, donde no se puede medir con precisién infinita, el cociente
de la izquierda es en definitiva también un racional.

Si tomamos un ejemplo practico,

A1 = b89.6nm
Ao = b589.0nm

y por simplificar, M = m, al despejar m de

2m + 1 _)\2
m _)\1

obtenemos m ~ 491 y I{ = 0.99995] ~ [

Problema Un haz de luz esta formado por una mezcla de luz linealmente polarizada
(intensidad 1) y luz no polarizada (intensidad I,p). Indiquese como pueden obtenerse
I, e I, a partir de la medida de la intensidad que atraviesa un polarizador que puede
orientarse como convenga.
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Respuesta Tenemos una combinacién de luz linealmente polarizada y luz natural.

1
I' = ? +Ip00529
Variando el # podemos obtener las dos cantidades. Si representamos la intensidad emer-
gente frente a la posicién del polarizador, I’ (§) obtenemos una curva cos?
Tenemos una serie de méximos I ..y de minimos I/

min
1
I;nax = % + IP
7lnin = I”P
con lo que
I”p = 2I;n7,n
Ip = I:nax - ’;mn

Problema  Un haz plano de intensidad Iy incide con dngulo o sobre un plano en el
que se encuentran dos rendijas separadas una distancia d.

1. Calcilese la intensidad en un plano paralelo al que contiene la rendijas y suficien-
temente alejado.

2. En una de las rendijas se coloca una ldmina absorbente cuya transmitancia es 0.01.
Determinese la visibilidad.

Respuesta

1. Se cumple la hipétesis x,d < D. Vamos a suponer n = 1. Hay ya una diferencia de
fase ya al llegar al propio plano que contiene las aberturas.Tenemos que calcular
ese desfase previo para considerarlo en el argumento del coseno del término de
interferencia, go — g1 = k (r2 — ). La diferencia de fases al llegar a las aberturas
es A. El camino éptico para la onda superior es pues r; + A y para la inferior, rs.
La diferencia de fases al llegar a la pantalla es, pues

de = k(?“g — Tl) — kA

A se obtiene facilmente con argumentos geométricos: A = dsin . Si aprovechamos
la condicién z,d < D podemos ademads aproximar ro y 1 y la diferencia de fase

queda

) 21 zd .
dif ~ D kdsin «

en virtud de z,d < D podemos escribir, también, I; ~ I. La expresién final es

21 xd .
I =2I <1 + cos ()\D — k:dsmoz))
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2. Ponemos una ldmina absorbente, por ejemplo en la abertura superior. La intensidad
que la atraviesa es un 1% de la que incide sobre ella. I} = 0.01]; ~ 0.011,. El
enunciado no nos da ninguna indicacién sobre el efecto de esta ldmina absorbente
sobre la fase, por lo que ponemos una cantidad indeterminada, §

2
I=1y (1 +0.01 + 21/0.01 cos <;§;l — kdsina + 5))
la visibilidad es

Imaz - Im'm
Vo= Imaw + Imzn

Tyae = 1.2115

Imin = 081]2

V = 0.198

la lamina absorbente hace que los minimos ya no sean nulos, y por lo tanto, la
visibilidad no es buena.

Problema (Young con una fuente extensa) FEn el interferometro de YOUNG de la figura
11.10, las dos rendijas son iluminadas por una fuente extensa. La intensidad que se
obtiene en la pantalla debida a una fuente puntual en x’ es, si ¥’ < B,

2T xz
I, =2 1 — — 4+ — !
dl, Jo{ —i—cos[/\d(D—i-B)}}dm

Donde Jy es una constante.

1. Calcular la figura interferencial considerando la fuente extensa entre —a/2 y a/2
como un continuo de fuentes puntuales incoherentes entre si.

2. Calcular la visibilidad.

Respuesta Segin dice el enunciado

27 (x o ,
dl, = 2Jy <1 + cos (Ad <D + B>>> dx

el término % en el argumento del coseno es la diferencia de fase debida a que la fuen-
te puntual no estd en el origen (esta férmula sirve para la intensidad creada por uno
cualquiera de los puntos incoherentes de la fuente extensa) y las ondas no llegan a la
abertura con igual fase. Si se cumple que 2/, d’ < B

N 2mdx’

k(ry —r}) ~ 5
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Figura 11.10: Interferémetro de Young.

En virtud de la incoherencia de las fuentes puntuales sobre la pantalla de observacién
no se suman amplitudes (puesto que no hay interferencia entre las ondas provenientes
de distintos puntos de la fuente extensa) sino intensidades.

%
I= [ dl

wle

Haciendo la integral y teniendo en cuenta que sin A — sin B = 2 cos (#) sin (ﬂ) el

2
resultado es
. 7 ad 21 xd
I = 2JOCL <1 + sinc (AB) COS <)\D>>

donde hemos introducido la funcién seno cardinal, sinc () = *2*. Para hallar la visibili-
dad calculamos los méximos y minimos, teniendo en cuenta que el seno cardinal cambia

de signo. ..
in Ea—d
sinc | T+

e (740)])

De donde V = ‘sinc (%%1)‘ (figura 11.11). La funcién crece a medida que el argumento
decrece. Cuanto mayor es el tamano de la fuente peor es la visibilidad. La visibilidad
también desciende si se separan las aberturas (d crece) o si se reduce la distancia de la
fuente a éstas (B). El primer minimo nulo,

Lnaxe = 2Jpa (1—1—

Imin == 2J0(I (1—

mad B

AB

™

marca un criterio cuantitativo razonable para distinguir una zona de buena visibilidad
de otra de visibilidad mucho mé&s pobre.
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Figura 11.11: V =V (£ 44)

Ejemplo Si se tienen los datos a = 1mm, B = 10cm, A = 600nm ;cudl es la separacién
entre orificios (d) que hace V = 07.

mad _
B "
A\B
d = —
a
= 0.06mm

Para V # 0 necesitamos d < 0.06mm. El interferémetro de YOUNG es muy restrictivo
cuando opera con fuentes extensas. Eso hace que se puedan medir distancias (cualquiera
de las que estén en el argumento del coseno) con gran precisién.

El tipo de condiciones que hemos visto aparece en la bibliografia bajo el epigrafe “cohe-
rencia espacial”.

Por otra parte, hay que subrayar que si bien nuestro interés aqui ha sido encontrar
zonas de V alto (para poder observar mejor la interferencia) hay muchas aplicaciones de
medida que se basan en el efecto que acabamos de ver de rapida pérdida de visibilidad. Si
conocemos los datos del interferémetro (d, A, B) podemos medir el tamano de la fuente
separando las aberturas hasta que V = 0: entonces a = )‘TB. Esta técnica se aplica
a la determinacién del didmetro aparente de las estrellas (conocida su distancia...) y
entonces el dispositivo se llama interferometro estelar de MICHELSON.

Problema (interferencia con un espejo) En el montaje de la figura 11.12 se tienen dos
fuentes puntuales incoherentes a distancias dy y do del espejo que emiten con longitudes
de onda A1 y Ao respectivamente. Determinar la relacion que debe haber entre dyi, do, A1
Yy A2 para que la figuras interferenciales de las dos fuentes coincidan.

Respuesta Antes de atacar el problema en si debemos calcular la figura interferencial
creada por una sola fuente. La interferencia es posible porque la luz llega por dos vias a
la pantalla:

1. directamente

2. reflejandose en el espejo
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7777, S

Figura 11.12: Interferencia con un espejo.

Siempre que se mantenga el requisito de diferencia de fase razonable, se podra decir que
estas dos ondas son coherentes.

Podemos hacer la misma operacién que hicimos para simplificar el tratamiento del in-
terferémetro de Michelson: sustituir los espejos por las imdgenes que crean (pero teniendo
en cuenta el desfase que introducen). En este caso, tendremos dos fuentes puntuales si-
métricas respecto al plano del espejo, v el sistema serd equivalente a un interferémetro
de YOUNG. Se cumple, como para este, que x,d < D. Entonces

21w 2xd
I=2I(1 — 4+
o( —i—cos()\ D + >)

Donde 0 es el desfase (desconocido) introducido por la reflexiéon en un medio absorbente
cual es el espejo. Por sencillez hemos considerado |coef reflexion| ~ 1; Si no fuese asi
habria que arrastrar por todas partes Is = |7“|2 I.

Ahora podemos considerar las dos fuentes. Se cumple, respectivamente para cada una

de ellas:
21 2zd
I = 2I, <1+Cos<): “;)1+51>>

2w 2xd
I = 2I0<1—|—cos<)\72T 317)2 +(52>)

Como las fuentes son incoherentes entre si, cada par de imégenes debido a una fuente
crea su figura de interferencia independiente. Queremos que la distribucién de intensidad
en x sea igual para las dos fuentes:

21 2dry 2w 2xds
M D X D

implica la condicién
dy  dy

A Ao

ademads, debe cumplirse d; = d2 (mod(27)) para que los méximos coincidan.
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Problema En un interferémetro de MICHELSON iluminado de forma normal a los es-
pejos se tiene un mdrimo de intensidad para una frecuencia w.

1. Calcular la frecuencia mds prérima o w para la que también se tendria mdzima
intensidad para la misma separacion entre los espejos.

2. Misma cuestion para un FABRY-PEROT.

Respuesta Hay que imponer que para la misma configuracién del interferémetro tenga-
mos la misma figura para w’ y para w, utilizando la condicién de maximo, y seleccionar
el W’ més préximo a w. La condicién de méximo para 6 = 0 es

2
TﬂnQd +6=27M

en frecuencias (27” = %) tenemos

Yond+ 6 = 2nM
C

de donde, para cada frecuencia, respectivamente

C

= 2rM —
w 2nd( T J)
r C 1
w = I (27TM 5)

Las dos frecuencias mas préximas a w para las que también se tiene méaximo son las que
cumplen M’ = M + 1.
Ww=wt —

nd
Esta deducciéon la hemos hecho suponiendo que no habia dispersion en el indice de
refracciéon (n (w) = n (w')) ni en el desfase (6 (w) = d ('), lo que no es generalmente el
caso.
El desarrollo del problema para un interferémetro de FP es andlogo.

Problema (poder resolutivo de un FP) La separacion entre los dos espejos de un inter-
ferémetro de FABRY-PEROT es de 1 cm. Calcular la reflectancia de los espejos necesaria
para distinguir las dos frecuencias wy = 3.543320 x 10 rad/s y wo = 3.543387 x 104 rad/s.
Supdngase que el medio en el interior del interferometro es de indice n = 1, que la in-
cidencia es normal y ademds despréciese el cambio de fase producido en las reflexiones.

Respuesta El poder resolutivo del interferometro tiene que ser tal que wi y wo estén
resueltas:

A s
o<
A)\_QM\/F

Tenemos que encontrar el orden interferencial para poder despejar F', pues F' es la
magnitud que podemos poner en funcién de |ri72|. Determinamos M imponiendo que
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a d = lem estemos observando méaximos en estas longitudes de onda. La condicién de
maximo es

2%Tndcos€+5 =Mn

Como el enunciado del problema no especifica n, §, 8, tomamos el caso sencillon =1, § =
0, & = 0. El orden interferencial es pues M = 2—)‘?. Pasamos de frecuencias a longitudes de
onda \; = % Para el cédlculo del orden interferencial podemos usar en el denominador
la media de las A; 0 un valor de una de ellas, puesto que son muy proximos. Con todo,

M = 3760

y F > 81. Ahora entra en juego la expresién de F

4 |rire|

(1 — |rira])?

Utilizando |r172| = = como incégnita y resolviendo la ecuacién cuadratica, tenemos que
para F' = 81 (su valor minimo) |rjrz| = 0.80 (hay otra solucién, pero es superior a 1, y
por lo tanto, no aplicable a un coeficiente de reflexién). Por lo tanto, el resultado final
es

|T'17"2| Z 0.80

Problema (FP con medio anisétropo) Una onda armonica plana incide perpendicular-
mente sobre un interferometro de FABRY-PEROT. El interior del interferometro es-
td ocupado totalmente por un medio anisétropo unidrico cuyo eje optico es paralelo
a los espejos. La onda incidente puede estar linealmente polarizada vibrando segun el eje
dptico en un caso, y perpendicularmente al eje dptico en otro. En ambos casos la inten-
sidad incidente es la misma. Razonese brevemente si la intensidad transmitida serd o
no la misma en los dos casos, para una separacion arbitraria entre los espejos.

Respuesta Para el interferémetro de FP se tiene

Tma:v
1+ Fsin? ¢

Imaac =

con f = 0, el desfase entre ondas consecutivas es ¢ = 2Twnd + J. Pero esto no vale en un
medio anisétropo. Debemos expresarlo de otro modo

p=lkld+0

1. Luz vibrando segiin el eje éptico, onda extraordinaria: |k.| = n.% en este caso
particular en que k 1 e.o.

2. Luz perpendicular al eje éptico, onda ordinaria |k,| = n,%
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(http://fig.alqua.org)

Figura 11.13: Difraccién de Fresnel y de Fraunhoffer por una abertura circular.

El médulo de k es distinto para cada onda ¢ es distinta dependiendo de la polarizacién
y por lo tanto I’ es distinto para cada onda (polarizacién).

Seguro que Tiee v F también son distintos, pero este efecto serd menor, ya que la
figura de interferencia de un FP es sobre todo sensible a los cambios de fase.

Problema Un haz plano monocromdtico incide normalmente sobre una abertura circu-
lar de radio R. Calcular el campo en el punto P a una distancia z del centro de la
abertura usando las aproximaciones de FRESNEL y FRAUNHOFER.

Respuesta La expresion para la onda difractada en la aproximacién de FRESNEL es

ezkz

irz /df dn't (&,n) u(&,n) 2= (@O +=n7)

i}/:

= el coeficiente de transmisién vale cero salvo sobre (£,7) € X, que vale 1.

= La iluminacién es una oap.

u:quzk-r

= La incidencia es normal: k = ku,. La abertura esta en z = 0, con lo que

u = upe'™* = ug

El punto P tiene coordenadas 0,0, z, con lo que la integral resulta
w [ deine )

ikz

Az

U=

lo hacemos en polares, evidentemente £ = pcosf y n = psinf. La integral en p se hace
con el cambio de variable ¢ = p?

. 2
. ezkz R ik
U = ——UT dqe'2=
1Az 0
ikz
e’ 1 k p2
= DeumiE (¢F )
Az ige

= upe'*? <1 —e' 2 >
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(http://fig.alqua.org)

Figura 11.14: La lente se desplaza paralelamente a la abertura.
La férmula valida para la aproximacién de FRAUNHOFER se aplica siguiendo los mismo
pasos

2,2
; z7+y
ik| z+ 5
e

>
I

iz / dg dt (&) u (&, m) e~ =5+

2 2
ik 2+ =57

e 77 / dédnuo
Iz )

eikz )
= —umR
iz
Sabemos que la formula de FF es una aproximacion de la de FRESNEL en el limite de
z — 00. Esta condicién la podemos tener en cuenta desarrollando en sdp la expresion
obtenida mediante la formula de FRESNEL:

, kR2
uge'™ <1 —1- iki +>
2z

6zkz

2
= —ugnR
IAZ

1

U

concluimos que el resultado via FF es consistente con la aproximacién realizada.

Problema La figura de difraccion de cierta abertura se observa en el plano focal imagen
de una lente. Describir lo que le ocurre a la figura de difraccion si la lente se desplaza
paralelamente al plano que contiene la abertura.

Respuesta Tenemos una abertura genérica iluminada con una onda genérica. Para
responder a esta pregunta es necesario afiadir la condicién de que la lente sea infinita,
algo que hemos tomado implicitamente como cierto en todo lo que hemos hecho hasta
ahora, puesto que si no hubiéramos debido tener en cuenta la difraccion causada por
ella.

Lo que tiene de particular el plano focal imagen es que la luz que llega a cualquier
punto ha tenido que arribar a la lente en forma de haz de rayos paralelos. Si bajamos la
lente una distancia A, la imagen (cada punto) bajard una cantidad A. En principio la
intensidad sera la misma.
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La figura debe ser la misma pero desplazada en la misma medida en que desplacemos
la lente.

Problema Sobre una abertura circular de radio R se coloca una transparencia descrita
por el coeficiente de transmision t(x) = a(l+qcos(pz)) siendo «, p,q constantes. Calcu-
lar la figura de difraccion de FRAUNHOFER en el plano focal imagen de una lente si la
abertura se ilumina de forma normal con una onda plana y monocromdtica. Considérese
p>1/R.

Respuesta El coeficiente de transmisién es ahora

t(&n) = a(1+qcospt)
con p > %. La férmula a utilizar es la de FF
—iE (2 !
a(a,y') OC/dédnt(f,n)U(i,n)e (e

k-r kz

podemos considerar u = uge’ = upe** = ug tomando el plano de la abertura como

z=0.
i (2',y) o aug / dedn (1 + qcos (p€)) e 77 @EHV)
>

Lo méas comodo es expresar el coseno en términos de exponenciales complejas
(2, y') o aug /2 dédn (1 + g (e””g + e_ip5)> )
rompemos la integral segin los términos del integrando
auo/ dedn o iy @Ety')
b)
auog /E dgdne‘i%((”f’—p%')wy’)

ozw)g /E dedne™' 7 ((r+oic)erm)

las tres integrales son la misma, salvo un desplazamiento de x’. S6lo tenemos que hacer
una. Conocemos la integral de la primera. Si etiquetamos la integral como

ik (et
Ueire (l”7 y,) = Uo / dédne i (@e+y'n)
b
podemos expresar abreviadamente el resultado como

/ /
X X q. q. f
U (xla y/) X Ucire (xl) y/) + §Ucirc <.73/ - p?7 y/> + §ucirc <$/ + pz7 y/>
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(http://fig.alqua.org)

Figura 11.15: Aspecto en la pantalla de observacién.

como se ve, cada uno de los términos tiene un peso modulado por un coeficiente, % ol.
Podriamos ahora sustituir las funciones de BESSEL, etc.

Podemos utilizar la condicién p > % para simplificar la forma que tendrd el médulo
al cuadrado del campo (la intensidad).

p es el factor de separacion de las tres funciones. Esto lo que puede suponer es que al
hacer el cuadrado, los términos cruzados sean despreciables, al no solaparse las figuras
de difraccion dos a dos. Para verificarlo necesitamos una estimacién del tamano de la
figura de difraccién: usaremos el radio del primer maximo (en cuyo interior estd el 84 %
de la intensidad). r' = 1.22;‘—};. Esperamos que

lo que, a partir de la condicién que nos han dado es cierto. Por lo tanto confirmamos el
que las figuras de difraccién no solapan (tienen una distancia de % sobre el eje x con
la central).

Problema Se observa la figura de difraccion en aprorimacion de FRAUNHOFER produ-
cida por una onda armdnica y plana de longitud de onda A que incide de forma mormal
sobre una rendija de anchura a. Si se dobla la anchura de la rendija ' = 2a, scudl debe-
ria ser la longitud de onda N para que los mdximos y minimos de difraccién estuvieran
en los mismos lugares?

Respuesta Buscamos ) tal que @’ = 2a. Tenemos que calcular la figura de difraccién,
cambiar los parametros e imponer que maximos y minimos estén en los mismos sitios.

ﬂ(m’) o sinc <7r;}a>

/!
o (x’) x sinc <7T;f;f>
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Las funciones tienen que ser iguales, salvo constante de proporcionalidad. Esto implica
que los argumentos deben ser iguales.

/

a_a
AN
U

a
= 2\

necesitamos una onda con el doble de longitud de onda.

Problema Clalcilese la distancia minima entre dos puntos de la superficie de Marte
para que sus imdgenes puedan resolverse por un telescopio cuya abertura es circular con
didmetro 60 cm. Considérese que la distancia Tierra-Marte es de 56 x 10 km y que la
luz es monocromdtica con A = 560 nm.

Respuesta 1’ es el radio del maximo central de la figura de difraccion:

/

A
d>r =122
=" 2R

El poder resolutivo del instrumento éptico es

D d A

—=—=>122—

L f 2R
donde D es la distancia entre puntos que queremos resolver y L su distancia al instru-
mento. 2R = 60cm, L = 56 x 105Km y A = 560nm. La incégnita es D en la ecuacién

D A
= 122%

de donde D = 63.8Km. Los detalles deben distar entre si mas de 64K m si queremos
verlos.

Problema Un haz plano de longitud de onda A incide normalmente sobre un plano
que contiene dos rendijas idénticas de anchura b separadas una distancia d. Se observa
la intensidad en el plano focal imagen de una lente convergente de focal imagen f.
Delante de una de las rendijas se coloca una ldmina planoparalela de espesor £ e indice de
refraccion n. Considérese que la amplitud de la onda no cambia al atravesar dicha ldmina.
Calcilese el punto del plano focal imagen en el que se forma el mdzimo de intensidad de
orden m = 0. Estimese el orden m del mdximo que tiene la mayor intensidad. Para este
apartado considérese n = 1.5 y £ = 200)\.
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Figura 11.16: las trayectorias que van a interferir son paralelas entre las aberturas y la lente delgada.

Respuesta Parametrizaremos el punto del plano focal imagen donde M = 0 por 2’ o
0/

Las dos aberturas produciran una distribucion de intensidades de interferencia—difraccion.
El término que identificamos como interferencia es el primer factor en

I(2') x (1+ cos ) (Sf;“f’)Q

si las intensidades son, como es el caso, iguales. ¢ = 27M = 0 es la condicién que
debemos imponer sobre la variable ¢, que es la diferencia de fase entre las ondas que
pasan por cada una de las rendijas.

Una forma de resolverlo es plantear la integral de FF, identificando la variable alli
donde aparezca. Pero es mas rapido calcularla directamente por métodos geométricos.

Si los dngulos son grandes, tan §’ = % Si son pequenos podemos (y vamos a hacerlo)
sustituir la tangente por el seno.

Como la incidencia es normal, los planos equifase son paralelos al plano de las abertu-
ras. Al entrar una onda en el medio refractivo, la velocidad de fase de ambas ondas ya
no serd la misma. A partir de un plano perpendicular a las ondas planas que salen de la
abertura inclinadas con dngulo 6’ ya no hay diferencia de fase, por lo que el problema se
reduce a calcular la diferencia de camino 6ptico entre las trayectorias que se muestran
en la figura. La diferencia (camino por abajo — camino por arriba) es

l+dsinf —nl

0, en términos de fase

o = 2% (dsing’ —1(n—1))

=0
de aqui se extrae que sinf’ = l(nd_l) ~ x—i, por lo que
l(n—1)
/ /
Tr =
/ d

que es la solucién suponiendo el dngulo 6’ pequerio.
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cuanto al orden del méximo de mayor intensidad, hay que recordar que el segundo

I(2') o (1 + cos o) <Siz¢)2

modula la intensidad del primero. La variable ¢ es funcién de z’/, por lo que podemos

calcul

ar el 2/ para el que la difraccién tiene su centro de intensidad, y de ahi pasar al

nimero M correspondiente. En FRAUNHOFER:

kx'b
¢—7§

que tenia méximo en ¢ = 0 o bien, 2’ = 0 0 # = 0. Llevéndolo a

p = ?(d;:—l(n—l))
= 2rM

tenemos M = —@ = —100.

Comentario: en todos los problemas que hemos visto hemos visto que el méaximo de
difraccién siempre esta en la direccién de incidencia del haz, pues ése es el resultado de
la OG. Se puede aprovechar este resultado para decir que el maximo de difraccion estara

en la

direccién (la normal) de incidencia del haz plano, es decir en el centro del plano

focal imagen.

11.2

1.

172

. Otros ejercicios y problemas (por resolver)

Clasificar los cristales cuyos tensores dieléctricos son los siguientes
200 1 00 210
02 0 |, 03 0], 110
0 0 2 0 0 3 0 01

v hallar los ejes principales.

3Una onda armoénica plana se propaga en un medio unidxico estando el eje 6ptico
en la direccion z. La fase se propaga en la direccién x. Demostrar que E siempre
estd en el plano yz. Si en = 0 la onda vale E(z = 0,t) = Ege™ ™! calcular el
campo en x = d.

Calcular el angulo formado por el rayo extraordinario y el ordinario que salen de
la combinacion de los dos prismas de la figura hechos del mismo material unidxico,
si @ =15° n,=1.66 y ne = 1.49.

Un detector situado a una altura h sobre el océano recibe ondas de frecuencia v
procedentes de una estrella lejana. Al detector llega la onda directa desde la es-
trella y la reflejada en la superficie del océano. Encontrar el valor de la intensidad
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detectada en funcién del angulo a que la estrella forma sobre el horizonte. Calcular
al visibilidad. Por sencillez considérese que el coeficiente de reflexién r es indepen-
diente del &ngulo de incidencia. Si v = 10% Hz, » = 0.7 y o = 45° calcular el valor
minimo de h para que se tenga intensidad méaxima.

5. Estimar el nimero de maximos de interferencia que hay en el maximo central de
la difraccién producida por dos rendijas idénticas iluminadas normalmente por un
haz plano monocromatico.

6. Calcular la posicién de los maximos principales en aproximaciéon de FRAUNHOFER
para la red de la figura que estd hecha de escalones de un medio transparente de
indice de refraccién n.

7. Considérese la onda arménica
E = Eoei(kcr—wt)

con vector de ondas complejo k. = k + ¢a y con cierto vector amplitud compleja
dado por Ey = ak + fBa, donde a y 3 son escalares complejos. Esta onda se
propaga en cierto medio de indice complejo n. = n + k. Determinar la condicién
o condiciones que han de verificar « y 3. Calcilese el vector de POYNTING de esta
onda.

8. Cierto medio dieléctrico e isétropo posee una unica frecuencia de resonancia wy:

a) (Es posible que siendo w; < ws se tenga R {n (w)} > R{n (wv)}

b) En las mismas condiciones del apartado anterior: jpara cudl de las frecuencias
se tendra una velocidad de fase mayor? (para este apartado supéngase que el
medio es transparente y la onda es plana).

9. Considérese una onda armonica y plana que incide sobre una superficie plana que
seapra dos medios transparentes e isétropos de distinto indice. El primer medio
tiene indice n y el segundo medio tiene indice 1. Se sabe que para incidencias
desde el primer medio superiores a la del dngulo critico (reflexién total) se produce
en el segundo medio una onda cuya amplitud decrece exponencialmente con la
distancia a la superficie de discontinuidad de indice. Se quiere saber en cudl de las
dos situaciones siguientes el decrecimiento exponencial es mayor:

a) éangulo de incidencia préximo al dngulo critico.

b) angulo de incidencia préximo a 7.

Supdéngase en ambos casos que la amplitud en el segundo medio sobre la superficie
de discontinuidad es la misma.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

174

Una onda armoénica y plana de frecuencia w se propaga con vector de ondas en la
direccién del eje Z. Esta onda atraviesa consecutivamente tres polarizadores cu-
yos ejes de transmision estédn en el plano XY. El primer polarizador tiene el eje de
transmisién en la direccién X. El eje del segundo polarizador gira a velocidad cons-
tante ). El eje del tercer polarizador coincide con el eje Y. Se pide demostrar que
tras atravesar los tres polarizadores la onda no es monocromatica. Determinense
las frecuencias que contiene.

Cierta onda se describe por la expresion V (z,t) = Voe_i(az2+bt2+2\/%2t). LEs una
onda plana?. ; Es armoénica? ;Cudl es la velocidad de propagacién de las superficies
donde V toma el mismo valor?.

Cierto campo eléctrico viene dado por la expresién
k k
E = Egcos 5t (u; —uy)| cos |wt — P (u; + ug)
donde u; y uz son dos vectores unitarios constantes y k = <. Se pide:

a) ;Es una onda armonica?.

S

Calcular su representacion compleja.

)
)

¢) Calcular su velocidad de fase.
)

d) Expresar E (r,t) como superposicién de ondas planas.
Hallese el valor instantaneo del vector de POYNTING S de la onda electromagnética
en el vacio cuyo campo eléctrico viene dado por

E=R {EO (ug + iuy) e"(kz’“’t)}

El campo eléctrico correspondiente a una onda plana monocromaética propagandose
en la direcciéon Z tiene la forma

E = Asin (wt — kz)i+ Bcos (wt — kz)j

donde A, B son constantes, con B > A e i, j son vectores unitarios en las direcciones
x y y respectivamente. Calctilese el promedio temporal del vector de POYNTING
de dicho campo. Demuéstrese que E puede escribirse como la superposicién de dos
campos, uno de ellos linealmente polarizado y el otro circularmente polarizado.
Escribanse las expresiones para ambos campos.

Una onda armonica plana tiene frecuencia w y vector de ondas k en cierto sistema
de referencia. Aplicando una transformacién de LORENTZ a la fase (k-r — wt)
demostrar que la frecuencia observada en un sistema de referencia que se mueve
con velocidad v respecto al anterior es W’ ~w —k-v si |v] < c.

Optica electromagnética - 1.1.0




16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

11.2 Otros ejercicios y problemas (por resolver)

Un electrén ligado se ilumina con una onda armoénica plana de frecuencia w sien-
do la amplitud del campo eléctrico de 10 kV/m. La frecuencia de resonancia del
electrén es wp = 4 x 10 rad/s y la constante de amortiguamiento es v = 10® Hz.
Calcular la amplitud de oscilacién del electréon y compararla con ¢ en los casos
w=>5x10Y%rad/s y w = wp.

Comprobar que €y y o tienen las mismas dimensiones.

De un medio se sabe que €4, €s un escalar complejo que no depende del punto y que
si depende de la frecuencia. Digase si el medio es 0 no es homogéneo, absorbente,
conductor, dispersivo o isétropo.

En cierto medio material se propaga una onda cuya representacion compleja es
E= Eoe—%’zei(g—‘gz—wt)

calcular los valores de n y k de dicho medio.

Sea la onda arménica inhomogénea en un medio absorbente con campo eléctrico

E = Epe ® rei(k ‘r—wt)

siendo k = 5(1,0,0), a = b(1,1,0) y Eg = Ep(1,—1+4,d), donde b,d, Ey son
constantes € R. Digase si los vectores reales correspondientes a E,H y k en ¢t = 0,
r = 0 son perpendiculares entre si.

En las proximidades de una resonancia

w? — Wi = (w+ wp) (W — wp) = 2wp (W — wp)

con lo que para un medio poco denso n y x pueden aproximarse por

N¢? wp — w
n ~ 1+ a 0 5 3
dmegwo (w _ WO) + (%)
Ng’ g
/i ~Y
8megwo (w _ wO)Q + (%)2
demostrar que los valores maximos de n y de x se obtienen para w = wy — 3 y

. (. -3
wp respectivamente. Evaluar tales valores maximos para el caso N = 10?2 m™ ",

wo = 10'% rad/s y v = 10! Hz.

Considérese un medio poco denso cuyo indice de refraccién en el visible viene de-
terminado por una unica frecuencia de resonancia en el ultravioleta. Despreciando
~v v usando w < wy demostrar que n puede aproximarse por n ~ A + /\% siendo A
y B constantes y \ = 27¢

<,
Se tienen las mismas condiciones del problema anterior salvo que la frecuencia de

resonancia w, estd en el infrarrojo. Demostrar que su indice de refraccién en el
visible, n’ puede aproximarse por n’ ~ A’ — B'A\? si w > wy.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.
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Figura 11.17: Diedro rectangulo.

Se dispone de tres medios dieléctricos cada uno de ellos con una sola resonancia
situada en 1000 A, 4000 A y 8000 A respectivamente (todo lo demés se supone
d

idéntico en los tres medios). Se quiere tener la mayor dispersién 3 posible para

A = 5000 A. ,Cual de los tres medios es el mas adecuado?.

Aproximar el indice de refraccion de un dieléctrico para frecuencias mucho mayores
que cualquiera de las de resonancia.

Demostrar que la conductividad en el limite w — 0 vale o ~ ]XquyQ' Si la con-
ductividad del cobre en tal limite es ¢ = 5.5 x 107 Q' m™! y sabiendo que
N =8x 108 m * calcular .

Demostrar que si el indice de refraccién del segundo medio (n') es menor que el
del primer medio (n), siendo ambos reales con n > n' se tiene que t) > 1y t; > 1
para cualquier angulo de incidencia menor que el critico.

Consideremos un diedro rectangulo que separa dos dieléctricos de indices reales n y
n/ que verifican o= V/3. Un haz plano linealmente polarizado con azimut 45° sufre
dos reflexiones tal y como se muestra en la figurall.17. Héllense los dos valores
posibles del angulo de incidencia 6 para que el haz S5 esté linealmente polarizado
perpendicular al plano del papel. Para cada una de las dos soluciones hallese la
intensidad del haz S3 y también indiquese cualitativamente el tipo de polarizacién
de los haces emergentes S1 y So.

Una lamina planoparalela de un medio dieléctrico, isétropo y homogéneo de indice
de refraccion ng y espesor d estd en contacto con un medio metdlico de constantes
n y k. Una onda plana monocromatica circularmente polarizada a derechas incide
perpendicularmente desde el vacio sobre la superficie del dieléctrico, atraviesa éste,
se refleja en el metal y emerge de nuevo al vacio (en sentido contrario al incidente).
Determinese el estado de polarizacion del haz:

a) después de atravesar el dieléctrico a la ida (punto 1 de la figura).
b) después de reflejarse en el metal (punto 2 de la figura).

c) en el vacio a la vuelta (punto 3 de la figura).
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Ad

N

i1
Ne

N2
n R

Figura 11.18: Problema 35

30. Una onda armonica plana incide desde el vacio sobre la superficie plana de un
medio unidxico con angulo de incidencia 30°. El eje éptico estd en el plano de
incidencia y es normal a la superficie. Calcular el angulo que forman los vectores
de onda de las ondas extraordinaria y ordinaria si n, = 1.658 y n, = 1.486.

31. Se tiene un prisma ABC' de material unidxico. La luz incide normalmente a la cara
AB. Describir los rayos refractados por el prisma y su estado de polarizacién a la
salida del prisma para las siguientes disposiciones del eje éptico:

a) Paralelo a las aristas.
b) Normal a la cara AB.

¢) Paralelo a la cara AB y normal a las aristas.

32. Un haz de luz linealmente polarizado pasa a través de una lamina de retardo ¢ y de
un polarizador. El eje éptico de la lamina est a 45° con el campo de la luz incidente
y el eje de transmision del polarizador es ortogonal al mismo. Demuéstrese que la
intensidad emergente es proporcional a sin?(¢/2).

33. Un dispositivo 6ptico esta constituido por un polarizador ideal y una lamina cuarto
de onda pegados, formando sus ejes entre si un angulo a. Sobre la cara del pola-
rizador incide perpendicularmente un haz de luz linealmente polarizado vibrando
en la direccién del eje 6ptico de la ldmina. Se pide: (a) Calcular los semiejes y la
orientacién de la elipse de polarizacién del haz a la salida del dispositivo. (b) el
valor de ar necesario para que la intensidad a la salida sea la misma que la incidente.

34. Consideremos un haz plano monocromaético linealmente polarizado a 45° respecto
del plano de la figura 11.19. Dicho haz incide perpendicularmente sobre una lamina
planoparalela de espesor d; de un medio anisétropo unidxico con su eje éptico
perpendicular a las caras. A continuacion atraviesa otra lamina de espesor dy del
mismo material con su eje 6ptico paralelo a las caras y paralelo al plano del papel;
y, por ultimo, incide sobre una nueva ldmina de espesor d3 del mismo material y con
el eje éptico perpendicular al plano del papel. Determinar el estado de polarizacién
a la salida cuando:
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38.

39.

40.
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dy dz ds

Figura 11.19: Medio anisétropo unidxico con tres zonas.

a) d1:d2:d3
b) dy # dy = ds.

Un haz de luz es mezcla de luz no polarizada y luz elipticamente polarizada. Se
coloca una lamina cuarto de onda cuyos ejes coinciden con los ejes principales de
la elipse de polarizacion de la luz. ;Cual es la polarizacién de la luz a la salida de
la ldmina?

Dos ondas planas y monocroméaticas de la misma longitud de onda inciden for-
mando angulos o y —a con la normal a una superficie que contiene una abertura
cuadrada de lado a. Calcular la distribucién de amplitudes en el plano focal imagen
de una lente.

Un sistema optico formador de imagen puede utilizarse con luz de longitud de onda
A1 o0 bien con luz de longitud de onda Ao, siendo A1 > Ao. Razdnese cualitativamente
con cudl de las dos longitudes de onda el poder resolutivo del instrumento es mayor.

Una red de difraccién que contiene 500 rendijas por milimetro se ilumina de forma
normal con una onda plana y monocromatica de A = 500 nm. Calcular los angulos
que forman con la normal a la red los maximos de orden 1 y 2.

Una red de difraccién tiene un anchura de 10 cm . Calcular el nimero de rendijas
necesarias y la separacion entre ellas para que en el maximo de orden 1 se resuelva
el doblete amarillo del sodio.

Se dispone de dos redes de difraccién con 453 y 325 rendijas por milimetro respec-
tivamente. La primera tiene una longitud de 11.2 mm y la segunda 17 mm. ;Cual
tiene mayor poder resolutivo?
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Historia

0.1.0 - 6 de junio de 2000

= Primera versién del documento, con la estructura del curso de Optica II im-
partido por Alfredo Luis Aina en la facultad de Fisica de la UCM entre febrero
y junio de 2000.

= Revisién de todo el documento y la confeccion de casi todas las figuras a mano
—Almudena Arcones Segovia.

1.0.0 - 13 de mayo de 2002

= Revision completa del documento con correccién de erratas y reescritura de
pasajes poco claros —ATC.

= Introduccién de entradas de indice alfabético, redaccién de una introduccién
y revisién general (capitulo de ondas electromagnéticas en el vacio) —Marta
Balbds Gambra.

= Pasadas las figuras a tamanos absolutos, lo que optimiza portabilidad entre
plantillas (formas de presentacién) ~ATC.
1.1.0 - 10 de abril de 2004
= Cambio de licencia a la Creative Commons Attribution Share Alike Non Com-
mercial.
= Actualizacion de plantilla a book-latex-es-b y metadatos al esquema 1.1 ~ATC

» Incorporacién de la versién més actual del manifiesto (2.0), asi como de una
descripcién del proyecto LibrosAbiertos —ATC

= Pequenas correcciones ortograficas y de estilo en texto y férmulas—ATC
Las siguientes tareas merecen atencion, a juicio de los editores y autores:
= Completar las figuras.

Completar el trabajo de Marta Balbds Gambra con el indice alfabético, extendién-
dolo a todos los capitulos.

Comentar la bibliografia.

Mejorar el tratamiento tipogréafico de las unidades.

Arreglar el problema con bibtex.
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Creative Commons Deed

Attribution-NonCommercial-ShareAlike 1.0: Key License Terms

Attribution. The licensor permits others to copy, distribute, display, and perform the work. In
return, licensees must give the original author credit.

Noncommercial. The licensor permits others to copy, distribute, display, and perform the work.
In return, licensees may not use the work for commercial purposes — unless they get the
licensor’s permission.

Share Alike. The licensor permits others to distribute derivative works only under a license
identical to the one that governs the licensor’s work.

Whoever has associated this Commons Deed with their copyrighted work licenses his or her
work to you on the terms of the Creative Commons License found here: Legal Code (the full
license)

This is not a license. It is simply a handy reference for understanding the Legal Code (the
full license) - it is a human-readable expression of some of its key terms. Think of it as the
user-friendly interface to the Legal Code beneath. This Deed itself has no legal value, and its
contents do not appear in the actual license.

Creative Commons is not a law firm and does not provide legal services. Distributing of,
displaying of, or linking to this Commons Deed does not create an attorney-client relationship.

Learn how to distribute your work using this license
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Manifiesto de Alqua

Origen y metas del proyecto

En 1999 fundamos el proyecto Alqua con el objetivo de promover la creacién de un
fondo de documentos libres de caracter cientifico que permita a cualquiera aprender con
libertad.

Al constatar la duplicacién de esfuerzos en la preparaciéon de materiales didacticos
para la fisica y con el deseo de compartir nuestros conocimientos, nos inspiramos en
los principios de libertad que rigen el movimiento del software libre para establecer
aquéllos de Alqua. Primero pensamos que lo que escribiésemos deberia poder disfrutarse
sin merma de libertad por las personas interesadas, y mas tarde decidimos organizar
nuestros esfuerzos para ayudar a otras personas que compartian nuestra vision a difundir
sus saberes mediante un esfuerzo cooperativo.

Para hacer efectivos dichos principios decidimos que los documentos publicados deben
ser libres en un sentido amplio: pueden reproducirse y distribuirse (gratuitamente o no,
es irrelevante) pero también pueden modificarse y usarse como base para otros trabajos.
A fin de evitar que estas libertades del lector-autor se restrinjan posteriormente, los
documentos contienen una licencia que explica los derechos que posee y estipula que
nadie que distribuya el documento, modificado o no, puede hacerlo de modo no libre.

Las ventajas de los documentos libres

Actualmente es ilegal compartir o modificar la mayoria del conocimiento cientifico
en fuentes impresas, que suelen ser inaccesibles para la mayoria de los estudiantes y
bibliotecas del mundo en virtud de su precio y se actualizan con poca frecuencia debido
a su sistema de distribucién tradicional.

En este contexto los documentos libres presentan ciertas ventajas.

Por una parte, en algunas disciplinas los documentos libres permiten facilitar el esta-
blecimiento de un sistema de mérito reduciendo las barreras de precio y disponibilidad.
El modelo de desarrollo libre para la ciencia se apoya sobre las libertades de distribucién
y modificacién. Estas se ven favorecidas por el medio digital, asi como por la concepcion
del conocimiento como un patrimonio comunitario. Todo lo anterior permite reducir el
coste del documento a una cantidad marginal y anima a que lo mejor se combine con lo
mejor para producir un resultado excelente a la vez que actualizado.

Por otra parte, en casos donde la evaluacion del mérito es mas subjetiva, los documen-
tos libres pueden aportar una base sobre la que elaborar con un menor esfuerzo diferentes
perspectivas doctrinales o estéticas, mutaciones, iteraciones y apuestas que incentivan la
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creacién como un aspecto mas del disfrute de la obra.

En suma, los documentos libres fomentan un acceso a la cultura mas justo y com-
pleto. Para algunos dominios del conocimiento cientifico el proceso de desarrollo libre
facilita la recombinacion, lo que permite la produccion de obras muy sofisticadas y com-
pletas mientras que en otros ambitos facilita la difusion de perspectivas plurales y la
experimentacién creativa.

Una nueva dinamica de creacidon y aprendizaje

Algunas personas que hemos conocido estan interesadas por este modelo de colabo-
racion, pero se preguntan qué clase de control tienen sobre sus documentos libres. La
respuesta es sencilla: la licencia esta disenada de modo que a cada cual se le atribuya
aquello de lo que es responsable y nada mas. Para ello, se incluye en el documento una
seccion en la que se explica quién hizo qué y cuando lo hizo.

Uno de los efectos més interesantes de introducir los documentos libres en el aula es
que difuminan la frontera entre quien aprende y quien ensenia. Los documentos libres son
un puente para establecer contacto con una comunidad de interés mucho maés vasta que la
del centro educativo, permitiendo el aprendizaje continuo y fomentando una experiencia
plural y transformadora: el criterio para participar en un documento es, solamente,
hacerlo bien.

Un autor puede pensar que distribuir su documento bajo un copyright que restringe
la libertad de copia es mds rentable que otorgar mayores libertades. Esto no es necesa-
riamente asi, por varias razones.

En primer lugar, libre no quiere decir gratuito. Una editorial puede publicar un do-
cumento libre obteniendo beneficio de ello. De hecho, es una buena idea hacerlo dado lo
agradable que resulta manejar un libro bien encuadernado. También los autores pueden
aceptar una compensacion de los lectores por su trabajo en un determinado documento.

En segundo lugar, la mayor parte de los autores son primeramente lectores. Cabe espe-
rar, pues, que para la mayoria el enorme ahorro derivado del acceso a muchos documentos
libres supere holgadamente el beneficio econémico obtenido de unos pocos documentos
no libres. La experiencia del software libre lo avala.

Finalmente, no se puede poner precio al beneficio social derivado de la existencia de
documentos libres. Gracias a los derechos que uno posee sobre un documento libre puede
adaptarlo para un curso académico eliminando lo que no es pertinente o es demasiado
avanzado y complementando el tema con nuevas aportaciones, desde ejercicios o diagra-
mas hasta apartados enteros.

Pensamos que las universidades u otras instituciones educativas podrian cumplir mejor
su funcién social poniendo a disposicién de la sociedad que las financia, en condiciones
de libertad, su patrimonio mas importante: el conocimiento.

El modelo de cooperacién que proponemos (que anima al trabajo en equipo aunque no
lo impone) permite abrir todas estas perspectivas y algunas méas. Alqua intenta ofrecer
los medios para esta tarea y relacionar, a través de los documentos libres, a los que tienen
saberes que comunicar y a los que sienten curiosidad por dichos saberes.
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Conclusion

Alqua tiene una tarea muy ilusionante y tan ambiciosa que sélo es factible en comu-
nidad. Por ello, pedimos a las personas que forman parte de instituciones o empresas
que colaboren con Alqua para que éstas apoyen econdémicamente el proyecto o patroci-
nen ediciones impresas y donaciones a las bibliotecas publicas. Ciertamente, los medios
materiales son necesarios, pero inttiles si, a nivel particular, no contamos con tu parti-
cipacién como individuo, aprendiendo y enseniando, para que los documentos libres en
marcha y otros nuevos alcancen los altos niveles de calidad a los que aspiramos.

Te invitamos a construir un patrimonio cientifico que nos pertenezca a todos.

Versién 2.0, marzo de 2003
http://alqua.org/manifiesto Copyright (C) Alvaro Tejero Cantero y Pablo Ruiz Muz-

quiz, 2003. This work is licensed under the Creative Commons Attribution-NoDerivs
License. To view a copy of this license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-
nd/1.0/ or send a letter to Creative Commons, 559 Nathan Abbott Way, Stanford,
California 94305, USA.
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El proyecto libros abiertos de Alqua

El texto que sigue es una explicacién de qué es y cémo se utiliza un libro abierto
y contiene algunas recomendaciones sobre céomo crear un libro abierto a partir de un
documento de Alqua. Si estas leyendo estas paginas como anexo a otro documento, éste
es casi con seguridad un documento libre de Alqua; libre en el sentido descrito en el
manifiesto de Alqua y las directrices para documentos libres de Alqua . Si has obtenido
dicho documento en un centro piblico, como una biblioteca, entonces es ademas un libro
abierto de Alqua.

Qué son los libros abiertos

Los libros abiertos son ediciones impresas de los documentos libres de Alqua que
se pueden obtener en las bibliotecas u otros centros publicos. La particularidad de los
libros abiertos no reside en qué contienen (el contenido es el mismo que el de los libros
descargados de la red) sino en cdmo pueden utilizarse.

Al igual que los usuarios de Alqua a través de la red forman una comunidad de
interés que aprende colectivamente leyendo los documentos, discutiendo sobre ellos y
modificindolos para adaptarlos a propoésitos muy variados, los lectores de una bibliote-
ca constituyen también una comunidad. El ciclo de vida de un documento libre es de
constante realimentacién: las nuevas versiones son leidas, corregidas o quizéd bifurcadas,
lo que conduce a la publicacién de nuevas versiones listas a su vez para un nuevo ciclo
del proceso. jPor qué no abrir esa dindmica a la participacién de comunidades que no se
articulan en torno a la red?. No todos disponen del tiempo o los medios para participar
efectivamente en el proceso de mejora de los documentos a través de la red, que es la
aportacién diferencial mas importante de los libros libres respecto a los no libres. Por ello
queremos poner a disposicion de las bibliotecas libros abiertos que faciliten lo siguiente:

= El acceso de personas sin recursos informéticos al conocimiento que su estudio
proporciona.

= La posibilidad de contribuir a la mejora de dichos documentos por parte de la
amplisima comunidad de lectores de las bibliotecas, sin otro medio que un lapiz o
una pluma.

= La formacién de grupos de interés locales: compartir a través de un documento

libre puede compartir su proceso de aprendizaje con personas interesadas por temas
afines.
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= La constitucién, hasta en los centros que cuentan con una financiacién més débil, de
un fondo de documentos libres que cubra areas del conocimiento que su presupuesto
no permite afrontar.

i Como puedo contribuir a los libros abiertos?

Sélo tienes que utilizarlos como si fuesen tuyos, pero recordando que compartes tu
experiencia de aprendizaje con otras personas.

Por ejemplo, contrariamente a lo que harias con cualquier otro libro de la biblioteca
puedes escribir en los margenes de los libros abiertos tus propios comentarios: correc-
ciones, aclaraciones, bibliografia relacionada... Intenta hacerlo ordenadamente, de modo
que no interrumpa la lectura.

Si quieres compartir algin razonamiento mas largo, puedes utilizar tus propias hojas
e incorporarlas al final del documento, poniendo una nota donde corresponda. En este
caso, no olvides firmar tu contribucién con un nombre o seudénimo y, opcionalmente,
una direccion de correo electrénico u otra forma de contacto.

Cualquiera que pueda participar a través de la red puede incorporar tus contribucio-
nes a la versién que se distribuye en linea, con la ayuda de la comunidad de Alqua.
De esta manera abrimos el mecanismo de colaboracion a los lectores que no estan acos-
tumbrados al ordenador o prefieren no usarlo. La firma permite atribuir la autoria en
el caso de que los cambios se incorporen y establecer contacto al respecto. Damos por
hecho que al escribir tus aportaciones en un libro abierto estas de acuerdo con que sean
libremente utilizadas (en el sentido descrito en las directrices para documentos libres ya
mencionadas) y por lo tanto incorporadas a las sucesivas versiones digitales.

Los libros abiertos pueden ser editados de modo que se puedan separar sus hojas porque
no hay inconveniente en que éstas sean fotocopiadas: no tenemos que usar la encuader-
nacién como un modo de evitar la reproduccion, puesto que no sélo no la prohibimos
sino que animamos a ella. Por tanto, una vez que obtengas un ejemplar en préstamo
puedes llevar contigo sélo la parte que estés utilizando.

Como lector, tu ayuda es necesaria no sélo para mejorar los documentos, sino para
que existan: hace falta imprimir, encuadernar y donar a una biblioteca un documento
libre de Alqua para que se convierta en un libro abierto.

Quienes tengan acceso a una impresora pueden ayudar a que los libros abiertos per-
duren en la biblioteca sustituyendo las partes deterioradas por el uso y actualizando
peridédicamente el documento impreso. Para facilitar la tarea a continuacién propone-
mos un sistema de encuadernacién modular.

i Como puedo publicar un libro abierto?

Los pasos para publicar un libro abierto son los siguientes:

1. Imprimir la versién mas actualizada del documento tal cual se distribuye en la
pagina web de Alqua, http://alqua.org
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2. Conseguir una encuadernacién modular — sugerimos un archivador de anillas con
una ventana o de portada transparente. Ello permite llevar consigo sélo la parte
del libro que se estd usando y anadir hojas con nuevas contribuciones.

3. Encuadernar el libro y situar el titulo, el autor y la clasificacién decimal universal
en su lomo y tapas.

4. Sipuedes, adjuntar al archivador una copia del CD-ROM de documentos libres de
Alqua .

5. Donarlo a la biblioteca y comunicar a Alqua la edicién, escribiendo a librosabier-
tos@alqua.org .

Se trata de un proceso sencillo al alcance tanto de particulares como de bibliotecas y
otras instituciones, con un coste marginal que no se vera significativamente incrementado
por la conservacién y actualizacién puesto que se puede mantener la encuadernacién y
sustituir solamente las paginas impresas.

En conclusion

El proyecto libros abiertos, consecuencia de los principios establecidos en el manifiesto
de Alqua , persigue dotar a las bibliotecas de un fondo amplio y asequible de documentos
libres y a la vez facilitar la participaciéon de los usuarios en el proceso creativo del que
son fruto.

Tu ayuda es esencial para que el proyecto alcance estos objetivos.

(C) Alvaro Tejero Cantero, 2003. This work is licensed under the Creative Commons
Attribution-NoDerivs License. To view a copy of this license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-
nd/1.0/ or send a letter to Creative Commons, 559 Nathan Abbott Way, Stanford, Ca-
lifornia 94305, USA.
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()ptica electromagnética

Alvaro Tejero Cantero

descripcion

Un primer curso de 6ptica electromagnética que cu-
bre los fenémenos de polarizacion, interferencia y
difraccién, asi como la propagacién en medios ma-
teriales, isétropos y anisétropos. Se explican las hi-
potesis simplificadoras que conducen a la éptica geo-
métrica. Contiene problemas y numerosas figuras.

requisitos
= Algebra y célculo de primero de carrera.

= Conveniente familiaridad con las ecuaciones
de Maxwell y la notacién exponencial com-
pleja.

http://alqua.org/libredoc/OE

Aprende en comunidad - http://alqua.org <

otros documentos libres

Variedades, tensores y fisica - ()ptica electromagnética - Ecuaciones
diferenciales ordinarias - Introduccién a la fisica cuantica, segunda
parte - Redes y sistemas - Sistemas Operativos - Geometria simplécti-
ca - Fisica del ldser - Analisis funcional - Geografia general de Espana
(en preparacién).

http://alqua.org/libredoc/

alqua,madeincommunity
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