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1. Preambulo teodrico

1.1. Postulados

Primer postulado

El estado de un sistema fisico viene caracterizado por una fdo v (r)!, definida en el
espacio de posiciones, que es de cuadrado sumable. Es decir, su norma al cuadrado

N2(g) = / dr [p()|2,

es una cantidad positiva y finita. La interpretacion de Born de la mecénica cudntica
asocia a la cantidad

()]

N2(y)
la interpretacién de una densidad de probabilidad de la particula en la posicién dada
por r. Podriamos restringir el espacio de funciones de manera que la norma N = 1, o
de forma que sélo contuviese funciones tipo C'*. Sin embargo desde el punto de vista del
desarrollo del formalismo no suponen una gran simplificacién de modo que leventaremos

estas restricciones.
Si introducimos el producto escalar de dos funciones ¢ y ¥ como

ww:/wwwwm

el espacio funcional anterior es un espacio de Hilbert F que satisface las siguientes
propiedades:

1. Todas las propiedades de un espacio lineal de dimensién finita con producto escalar
en él.

2. Completitud y Separabilidad.

Definimos un conjunto ortonormal y completo de funciones {¢1, g2, - ¢;,- -+ }? , que no
pertenece necesariamente al espacio de Hilbert, y que verifica

L ($ild;) = [ drdi(r)d;(r) = by

!que el sistema consta de una sola particula
2Considero que se trata de un conjunto numerable para poder simplifcar el formalismo



1. Preambulo tedrico

2. 2 0i(r)e;(r') = 2067 (r)di(r') = 6(r — ')

Cualquier fdo puede escribirse entonces como

P(r) = / dr's(r — o) (r') =) ilr) / dr' 6 () (r) =) (i) ¢i(r) =) cigi(r),

Yy su norma es

N3(y) = /dr

Z cidi

Estos resultados tienen un gran valor ya que nos indican que cualquier fdo de nuestro
espacio F puede caracterizarse por un conjunto de valores (en este caso los coeficientes
¢;) diferentes a los valores de la fdo en los distintos puntos r del espacio. No es de extranar
que se piense en los elementos del espacio F més como vectores abstractos que como
funciones. Por ello, en los sucesivo llamaremos a F espacio de estados y representaré a
sus elementos en numerosas ocasiones con la notaciéon de DIRAC [¢)).

o D cies (ildg) = 3 leif

%

Segundo postulado

A toda magnitud fisica medible O le corresponde un cierto operador O que actia
sobre los estados del espacio F. El operador asociado O debe satisfacer dos propiedades
esencialmente:

1. Es autoadjunto

2. Sus vectores propios constituyen un sistema ortonormal completo que permite de-
sarrollar cualquier fdo.

Un operador que satisface estas propiedades se dice que es un observable.

Tercer postulado

El resultado de cualquier operacién de medida de la magnitud O es uno de los valores
propios del operador O correspondiente.

Cuarto postulado (principio de descomposicién espectral)

Supongamos que el observable O tiene un espectro discreto y no degenerado. Si deno-
tamos los autovalores y autovectores de O por O; y |v;) respectivamente tenemos

Olv;)) = O;|v;) «— discreto

O; # Oji# j «— no degenerado

2 Introduccion a la fisica cuantica - 1.1.0




1.1. Postulados

Los autovectores |v;) constituyen una base ortonormal en la que podemos desarrollar

cualquier estado
oo

) = cilvi)

i=1
Entonces, la probabilidad de que una medida de la magnitud O dé como resultado el
autovalor O; es

Wlb)y (W)

Si la norma (t[1)) = 1 entonces la expresién toma la forma particular

P(0;) = lei” = [{wily)]?

Un hecho de extraordinaria importancia es que toda medida sobre un sistema tiene
caracter destructivo y altera profundamente la estructura del estado que caracteriza al
sistema. Se produce la llamada reduccion del paquete de ondas: independientemente de
cudl fuera el estado previo, a partir del momento inmediatamente posterior a una medida
con resultado O; el estado del sistema es |v;), el autovector correspondiente al autovalor
medido.

Ejemplo

Ir) caracteriza a una particula que se encuentra en la posicién dada por el vector r, es
decir son autoestados del operador posicion

rlr) =rlr),

y constituyen una base ortonormal generalizada, esto es

(r|r’) = §(r—7r)
fdely(el = 1

Si el sistema se encuentra en un estado normalizado |v), la amplitud de probabilidad
de encontrar la particula en la posicién r, es decir la fdo ¥ (r), vendrd dada por

¥(r) = (rly),

y podremos escribir

) = [ le) elo) = [ deoe) o).

expresion en la que se observa que las componentes del vector de estado en la base |r)
son precisamente los valores de la funcion de onda en los distintos puntos del espacio.

Analogamente |p) representa el estado de una particula con momento bien definido, o
formalmente

http://alqua.org/libredoc/IFC2 3
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plp)=pIp)-

Estos estados también constituyen una base ortonormal y por tanto tenemos que

(plp") = d(p-p)
[dplp) (p| = 1

La amplitud de probabilidad de encontrar la particula con momento p si el estado nor-
malizado del sistema es |¢) viene dada por

o(p) = (p[¥)

es decir, la fdo en el espacio de momentos es la proyeccién del estado del sistema sobre
el bra (p|. También podemos escribir

) = / dp |p) (pl¥) = / dpd(p) |p).

Quinto postulado (evolucién en el tiempo)

La evolucién del estado del sistema esta gobernada por la ecuacién de SCHRODINGER

d1p(t))
ot

H[y(t)) = ih

Consideremos, a modo de ejemplo, dos casos particulares en los que la evolucién temporal
es muy distinta.

1. Si el estado del sistema, [1(t)), posee energia bien definida (es autoestado de H)
entonces

H[y (1)) = E(1))

y la solucién a la ecuacién de SCHRODINGER viene trivialmente dada por

K
—1—1

W(t) =e N |¢)
donde |¢) es independiente del tiempo y al igual que |¢(t)) satisface
H|¢) = E|9)

que es la denominada Ecuaciéon de SCHRODINGER independiente del tiempo.

Por tanto la evolucion temporal de un estado de energia bien definida es trivial,
ya que toma la forma de una fase.

4 Introduccion a la fisica cuantica - 1.1.0




1.1. Postulados

t

5 10 15 20

Figura 1.1.: Valor de los coeficientes en funcién del tiempo

2. Vamos a considerar ahora un caso distinto. Para simplificar, admitiremos que el
espacio de estados tiene dimension 2 y que una base del mismo estd formada por
los estados independientes del tiempo |¢1),|@2). Podria (solo podria) tratarse de
los autoestados de un cierto H. Entonces el vector [¢ (t)) que define el estado del
sistema siempre puede descomponerse como

[ () = c1(t) [f1) + 2 (1) |2)

donde |e1 (£)|* + |e2 (£)|* = 1 si el estado estd convenientemente normalizado. Su-
pongamos que en el instante inicial ¢ = 0 [¢) (0)) = |¢1); entonces para t = 0 se
tiene ¢1 (0) = 1y c2(0) = 0. A medida que t crece los valores de los coeficientes
evolucionaran (m&s o menos) como se muestra en la figura 1.1.

La probabilidad de que al efectuar una medida en un instante posterior ¢ se en-
cuentre en el el estado 2 viene dada por

Pia(t) = [e2 ()| = |2l (1)

en donde simplemente hemos utilizado el postulado 4.

Ya que el sistema se encontraba inicialmente en el estado 1, esta expresién también
se conoce como probabilidad de transicion del estado 1 al 2 en el intervalo de tiempo
t.

Consideremos un nimero enorme N de sistemas que solo poseen dos estados que denota-
remos como 1 y 2, tales que £ > F>. Supongamos que realizamos un experimento en el
que en el instante t = 0 de tiempo los IV sistemas se hallan en el estado 1. A medida que
el tiempo transcurre algunos sistemas transicionan al segundo estado. Llamemos n(t) al
numero de sistemas que se encuentran en 2 justo en el instante de tiempo ¢. Normal-
mente los dispositivos experimentales que se disefian para medir n(t) lo que hacen es
detectar y contar las particulas que se emiten en las transiciones desde 1 a 2 (si By < Eo
se absorberian particulas). Habitualmente por cada sistema que transiciona se emite una
séla particula. Por ejemplo si se trata de transiciones de tipo electromagnético dichas
particulas son fotones. Desde tiempos histéricos se sabe que la funcién n(t) satisface

n(t) = NAt,

http://alqua.org/libredoc/IFC2 )
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y por tanto

n(t) dPI*)Q (t)
P_o(t)=——= =Xt —_—
1-2(8) = Ty T
es decir, que la probabilidad de transicion por unidad de tiempo es una constante.

= A,

Reglas de correspondencia

Al actuar sobre la funcién de ondas en el espacio de posiciones asociamos a los vectores
r, p, dados en coordenadas cartesianas, los siguientes operadores

r = r
P = p=-—ihV

Es conveniente recordar ahora la definicién exacta de momento lineal. Si L es el la-
grangiano del sistema, el momento lineal de la particula viene dado por

0L

p:87v

En sistemas sencillos donde el potencial no depende de las velocidades, momento li-
neal p y cantidad de movimiento mv coinciden. Sin embargo pueden existir diferencias
apreciables en sistemas més complejos

Ejemplo: Cuando la particula interacciona con un campo electromagnético externo
caracterizado por sus potenciales escalar y vector, el momento lineal no coincide con mv,
y viene dado por

p=mv+ A
c
ya que el lagrangiano de este sistema es de la forma

1
L:fmUQ—l—gv-A—ng
2 c

donde ¢ y A son el potencial escalar y vector respectivamente. El hamiltoniano corres-
pondiente a L es

(mv)®

1
H=p-v—L= m’+qp= + q9,

2m

y teniendo en cuenta que mv = p — 9 A toma la forma
c

1 q . \2
Hz—(p—fA> +q¢
2m c
Queremos insistir finalmente en que es el momento lineal el que lleva asociado el
operador—thAV y no la cantidad de movimiento, salvo que ambos coincidan. Por el con-
trario es la cantidad de movimiento mv = p — 9A 1a que aparece en el hamiltoniano?.
c

Aplicando las reglas de correspondencia tenemos

. . . . q
3Para el resto del curso conviene fijarse muy bien en el signo entre p y —A, porque a veces se producen
c

confusiones derivadas del hecho de que la carga del electrén es ¢ = —e.

6 Introduccion a la fisica cuantica - 1.1.0




1.2. Teoria de perturbaciones estacionarias

H—H= % (p — %A>2 Y qb= % (—mv - %A(r,t))Q +qo(r, )

1.2. Teoria de perturbaciones estacionarias

En esta seccion, asi como en la siguiente, vamos a introducir métodos para obtener de
forma aproximada los estados propios y autoenergias de la ecuacién de SCHRODINGER
independiente del tiempo. Este tipo de desarrollos son muy importantes porque, en
general, no resulta posible resolver de forma ezacta la ecuacién de SCHRODINGER.

Supongamos que el hamiltoniano del sistema puede escribirse como

H=Hy+ \W

donde Hj es el hamiltoniano no perturbado cuyas autoenergias y vectores propios son
bien conocidos
Ho [n) = en[n)

Puesto que Hy es un observable sus vectores propios forman un conjunto ortonormal
completo, esto es

(n|m) = dnm
>ln)n| = 1

El segundo término del hamiltoniano es lo que llamamos la perturbacién (de Hp). En un
problema fisico concreto el pardmetro A toma un valor determinado en ciertas unidades.
Ahora, para desarrollar el método, admitiremos que es un pardmetro libre.

El problema que queremos resolver es la ecS independiente del tiempo correspondiente
a H,

H ‘wn> = kb, |wn> (1'1)

Proponemos una solucién en forma de serie de potencias del pardmetro A

. E ‘wn ))11‘5( )ZJ;;\EJ;/)JR >+ (12

La idea que subyace en este método es que, en aquellos problemas concretos donde A
toma un valor muy pequeno, podremos truncar el desarrollo y quedarnos sélo con sus
primeros términos. Desde un punto de vista mas amplio, aunque los primeros términos
del desarrollo nos proporcionen valores razanables, no estd garantizado que las series
anteriores converjan.

Introduciendo las soluciones 1.2 en nuestra ecuaciéon de partida tenemos

(Ho -+ W) [[Uf7) + A [0i0) 422 [uf2) | = B A8 4 X2 ] [Jul?) +

http://alqua.org/libredoc/IFC2 7
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e identificando en esta igualdad los términos de igual orden en A obtenemos
(Ho _ E}P) ’wgk)> _ (E7(11) _ W) 7(11671)> +E® 1/17(Lk72)> +E® 7(11673)> T

Asi, para los valores de k mas pequenos resultan las siguientes igualdades

m k=0
(Ho — B [0} =0 (13)
o (10— B0 [6) = (B - w) [ui0) 19

(B — EO) [u2) = (B0 - W) [ul) + B

v) (15)

Vamos a introducir ahora el convenio de la normalizacion intermedia que se utiliza
bastante en teoria de perturbaciones y consiste en imponer

(o) = 1
(68 Wn) = 1

A partir del desarrollo previo (véase 1.2) tendremos
(60 ) = 1= (S 1D) + A (P ) + X2 (PO p@ ) + .. = 1,
y como <1/)7(10)|1/)7(10)> = 1, entonces

AU + X2 (yD @) + ... = 0

con A libre lo que nos deja el siguiente conjunto de igualdades
(s ) =0 k=1

Estas nos indican que las sucesivas correcciones }w(k)> ,k > 1, que vamos anadiendo a la
fdo de orden cero (%), son ortogonales (independientes) a la misma.

1.2.1. Teoria de perturbaciones: caso no degenerado

En este caso tenemos que

En F EmnFEM

y por lo tanto a cada autovalor le corresponde un 1nico autovector.

8 Introduccion a la fisica cuantica - 1.1.0




1.2. Teoria de perturbaciones estacionarias

Volviendo a 1.3 concluimos que Eéo) es autovalor de Hy y que ng) es el autoestado
correspondiente. Por lo tanto

Er(LO) = ¢&p
o) = In)

Si el espectro fuese degenerado ‘1/)7(10)> seria en general una combinacion lineal de todos

los autoestados |n) asociados al mismo autovalor.
Dado que los autoestados de Hg forman una base del espacio de estados siempre

wq(zl) > como

podemos expresar

¢'r(7,1)> = Zam |m> ’

y usando la normalizacién intermedia

(nleD) = (D) =0 = a, =0

con lo que

o) =3 anlm)

m#n

Vamos ahora a proyectar 1.4 sobre un bra (k| lo que da
y en consecuencia

(er —en) ax = BV — (k|W|n) Vk,n

Es conveniente distinguir los dos casos siguientes

m k=n
0= EY — n|Wn) = EY = (n|W|n)
= k#n
(ek —en)ar = —(k|W|n) =
g AR kW)
=) = Sy = Y0 ENI,
k#n k#n n k

http://alqua.org/libredoc/IFC2 9
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1. Preambulo tedrico

Por lo tanto el caso k = n nos proporciona la correccién de orden 1 (en ) a la energia
y el segundo caso nos da la expresién de la fdo hasta primer orden

) = oy + 230 By

En — &
ltn n k

Nuestro siguiente paso consistirda en obtener la correccion de orden 2 a la energia del
estado. Para ello consideramos la ecuacién 1.5 y la proyectamos sobre (n|

(o~ BD] ) = B (afy) — (n W10 + 5L (),

y como

(nHo— B9} = (20 — B (nl?) =0
Y <n|z,z)§})> — 0

podemos despejar trivialmente
B = (nWu) =
_y b |er (k|W[n) _ Zucwvr )

—€

— €&
ktn k ktn k

En resumen, las expresiones aproximadas que hemos obtenido para la energia y la fdo
son

E, =
fn En — &k
(k[AW]|n)
[Yn) = |”>+Zﬁ|k>+---

k#n

Si las correcciones que vamos obteniendo son pequenas puede tener sentido retener sélo
los primeros términos. Para ello serd necesario que

[(n [AW|n)| < &,
(K AW |n)| < |en — ek

1.2.2. Teoria de perturbaciones: caso degenerado

Tal y como puede observarse, las ecuaciones anteriores no son validas cuando €, = &,
n # m. Incluso cuando &, ~ &,, el desarrollo puede tener problemas de convergencia.
Sin embargo, el sistema de ecuaciones 1.3, 1.4 y 1.5 sigue siendo vélido y, en particular,

(0)

la propia asignacién Ep ' = e,.
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1.2. Teoria de perturbaciones estacionarias

Lo que ya no es necesariamente vélido es la identificaciéon de los autoestados debi-
do a que ahora n no identifica un solo autovector sino un conjunto de ellos. Por eso
cambiaremos la notacién como sigue

Ho|n,r) =¢ep|nr) r=1,2,...d

donde el nuevo indice r diferencia entre estados con la misma energia . Las soluciones
perturbativas expresadas como un desarrollo en serie son ahora

[$nr) \w“’) A + 22 [ +
0 1) ) (1.6)
En,r = En T AE, + )\2En,'r +

ya que cada nivel n puede desdoblarse en d estados al introducir la perturbacién.
La forma mas general de los d autoestados de orden cero correspondientes al nivel n

‘(0>> Zam

Los coeficientes «,¢ no pueden ser cualesqmera sino que vienen fijados por la perturba-
cién. En efecto, proyectando 1.4 sobre los estados (n,s|, s =1,2,...,d

CORICRICEEYIT
0= Z <n,s ‘ET(L? — W‘ n, 5’> Qs

Sl

es

ISH

ns r=12,...,

<n, s ’HO - Eéo)

que queda finalmente reducido a

d
Z (n,s|W|n,s") aps = Egzars, r,s€{1,..,d}
s'=1
d
<n71 ‘W|n’ 1> <Tl,]_ |W|n> 2> Qr1 Qrl
(n,2|W|n,1) (n,2|W|n,2) a2 | _pay | o2
(n,d|W!n,d> Qpq Qrd

Esta ecuacién de autovalores nos proporciona las d energias en que se separa el nivel
n y los d conjuntos de coeficientes {a,s,s = 1...d} que definen los correspondientes
autovectores.

Como casi todos los sistemas fisicos tienen niveles degenerados podria parecer que
siempre hay que utilizar teoria de perturbaciones degenerada y resolver la ecuacién an-
terior. En ocasiones la matriz (n,r |W|n,s) es diagonal en los estados |n,r) y entonces
podemos recuperar la expresiéon del caso no degenerado a orden 1. Si (nr |[W|ns) o d,s

http://alqua.org/libredoc/IFC2 11
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1. Preambulo tedrico

<n7 1 ‘W‘ n, 1> (675] (0751
(n,2|W|n,2) Q9 _ g Qa9
(n,d|W|n,d) Qrd Qg

y nos queda
EY = (n,r |[W|n.r) r=1...d
vO) = In,)

FEn los casos de aplicacién de la teoria de perturbaciones en este curso se dard habitual-
mente esta situacién por lo que utilizaremos teoria de perturbaciones no degenerada.

Ejemplo: perturbacién cuadratica en z del oscilador arménico

Consideremos una particula de masa m que realiza un movimiento unidimensional sometida al

hamiltoniano
P’ 1 2.2, 1 2,.2 1 2,2
H=—+ -—mwz®+ - dmw°z® = Hy + = dmw“x
2m = 2 2 2
que es la suma de un oscilador mas un término cuadratico en x. El objetivo de este ejemplo

es calcular las autoenergias de este hamiltoniano de dos formas diferentes. Recordemos que los

autovalores de Hy son
1
E? = hw (n + 2)

1. Primero procederemos al cédlculo de los nuevos autovalores de forma exacta. Para ello
observamos que

1 21 21
H = Hy + — mw?z? = P w? (1+N)2? = L s
2 2m 2

donde w’ = w+v/1 4+ A. Por lo tanto podemos escribir que

1 1 AN
E, = hw' —) = “V(1+2 -2+
m(mw);w@+9<+2 8+)

2. Como estrategia alternativa procederemos utilizando teoria de perturbaciones. Introduci-
mos los operadores de aniquilacién A y de destruccién A* definidos como sigue

A = (2mhw)

1
2 (mwx + ip)

1
2

AT = (2mhw) 2 (mwx —ip)

que poseen conmutador [A, AT] = 1. Se introduce también el operador nimero N = ATA
cuyos autovalores son simplemente los niimeros naturales

Nin)=n|n), n=0,1,2,...

12 Introduccion a la fisica cuantica - 1.1.0




1.2. Teoria de perturbaciones estacionarias

El hamiltoniano no perturbado se expresa en funcién de este nuevo operador como

1
Hy = hw (N + 2)
de manera que

o = (5 DY =t (v 1)

Algunas propiedades de los autoestados de N son

a) ortogonalidad (n|n') = 6,

) aniquilacién A |n) = /n|n —1)

) creacién At |n) =/n+1|n+1)
) o) = Ha (@) = {aln)

S

)

d

Expresando W en términos de los operadores de creacién y aniquilacién resulta

W—%mw x? fhw (A+A+) ihw(A2+(A+)2+2N—|—l)

Las energias aproximadas (hasta segundo orden en A ) se escriben

[{n IW\ n)|”

n#n’ n

Los tnicos elementos de matriz no nulos de la perturbacion son

M|Wn) =  hwm2N+1n) = ihw(QrH—l)
(nWin+2) = ihw<n‘A2|n+2> = ihw[(n+1)(n+2)]1/2
(n|Win-2) = ihw<n’(A+)2‘n72> - ihw[n(nfl)]lﬂ

Verifiquemos explicitamente el primero de ellos
(n|A?|n) = (n|AAIn) = Vn(n|Aln—-1)=/n(n—1)(njn-2) = 0
(n|ar)7[m) = o

(2N +1[n) =2n+1)(njn) = 2n+1
Substituyendo en la expresion superior llegamos a

(hw)? [(n+l)(n+2) n(n —1) }
16 | ER-E,  Ej-E),

E, = E2+)\%(2n+1)+)\2

y teniendo en cuenta que EO — EY_, = F2hw, obtenemos nuevamente

1 A A2
E, = hw - 1+———+...
3 (n+2)<+2 8+ >

Ejemplo: Teoria de perturbaciones (no degenerada) en un sistema de dos niveles
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1. Preambulo tedrico

Admitamos que el hamiltoniano del sistema, H, tiene la siguiente forma:
H=Hy+ \W

donde Hy es tal que conocemos sus autoenergias y autoestados

0\ _ (0 )

) = 50 [40)

Para reducir el formalismo a un minimo admitiremos que el espacio de estados tiene dimensién

2 y por tanto el indice anterior toma valores ¢ = 1,2 . Como {’¢EO)>} es una base de
i=1,2

autofunciones ortonormales, se verifican las siguientes relaciones
(o”1617) = (o"16l”) = 1
(674) = 0

El objetivo que perseguimos es resolver la ecS correspondiente al hamiltoniano completo

H|¢) = E o)

cuando A < 1 (perturbacién pequeiia ). Cualesquiera que sean los autoestados exactos |¢),
podemos desarrollarlos como

ket = ay ‘¢>§0)> + as ‘¢§O)>
Sustituyendo esta expresion en la ecS tenemos
B |o”) + 62 [0”)
= El¢)
= EOél ‘¢§0)> + EOéQ ’¢g0)>

H{¢)

Podemos poner los coeficientes § en funcién de los «. Proyectando sobre < (10)‘ y por < go)’ para

aprovechar las relaciones de ortogonalidad se obtiene, respectivamente

(o Hl6) = B

(o HI6) = B
Luego
Bo= (o Hg)
- (o) e )
= ar (ol [H|¢{”) + az (o H| 65" )
B = e (0 [H] 1) + a2 (0 [H|6”)

Si al elemento de matriz <¢>Z(»O) |H]| ¢§»O)> lo lamamos H;; tenemos una matriz 2 X 2 que cumple

Hyy = (o 16 ) = (6 1| 60") = 1,
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1.2. Teoria de perturbaciones estacionarias

por ser H hermitico (H = H™T). Asi, las ecuaciones anteriores que expresan los 3 en funcién de
los « se escriben de forma mas compacta:

81 = arHii+asHis = Fog
B2 = oanHo 4+ asHy = FEoay

< Hyy Hy > (041) E<Oé1>
Hyy Ha o Qo

Los autovalores de esta matriz se obtienen a partir de la férmula

o bien

1 4|Hyo|
E=§ Hyy + Hyp £ |Hyy — Ho| 1+m (1.7)

Vamos a proceder a calcular los diferentes términos de esta expresién de la energia para el
hamiltoniano perturbado en funcién de los datos del problema, es decir, de la perturbacién

AW, del hamiltoniano no perturbado y de las energias y autofunciones de éste, Ei(o) y ¢EO)>
respectivamente.

Hn = <¢§0) [Ho +AW| ¢§0)> =B+ <¢§0) Wi ¢§O)> = B + AWy

Hyy = Eéo) + AWas

Hiy = (8 [Ho+ W[ 6" ) = a7,

la ultima igualdad se verifica en virtud de <¢§0) [Ho| ¢éo)> = 0. Ahora necesitamos el término

AHp? AN? (W
3 = 2
(Hi1 — Ho) [Efo) — Eéo) + AWy — sz)}
2
ANZ [Wo? 1

2 Wi — W,
0) _ 12(0) 11 22
(B -E") |1+ Ar)) 0

Donde la tltima expresién es el primer término de un desarrollo en serie cuya exactitud depende
de que ’E§O) — Eéo) ’ > A|Wi1 — Wasl, por lo que no puede haber degeneracién. La raiz la

4|Hys)? A2 [Wis)?
1+H‘_12}|I 1y AWl ()
11 22 (E§0) . E§0)>
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1. Preambulo tedrico

Si enchufamos todo esto en la ecuacién 1.7

A2 (Wi W |?

By = Hu+ —g—g +0 (W) = B + AW + X — 2+ 0 (W)
2 - 1 El _E2
A2 Wi 3 (0) ) [Wof? 3

0, por ejemplo, para la primera autoenergia:

2
0 0
o0 Wl 6)|
E§O) _ EéO)

By = B + (6! \W]|6{") + A +0(\%)

1.3. Método variacional

1.3.1. Descripcion

El objetivo que perseguimos en esta seccién es el calculo (aproximado) de las energias
y autofunciones del espectro discreto, y en particular del estado fundamental del sistema,
que supondremos no degenerado. Denotemos por Ej a su energia, que es la méas baja
del sistema, y por |¢;) al estado correspondiente. El método variacional se basa en un
teorema debido a RITZ que afirma:

Sea H un operador hermitico con espectro discreto y acotado inferiormente.
Si introducimos el funcional E

(v [H]¥)

entonces

E[)] =z ExV$) € F, E[Y] = Ey sys |¢) = [¢1)

La minimizacién del funcional anterior o, para ser mas precisos, la busqueda de los
extremos del mismo conduce a una solucién formal que nos indica que dichos extremos
locales corresponden a estados [1)) que son autoestados de H. En otras palabras, la
minimizacién formal nos conduce a la ecS.

Este resultado, aunque tedricamente muy elegante, no es de gran ayuda si no sabemos
resolver la ecS. En tanto y cuanto deseemos buscar soluciones aproximadas de la misma
conviene proceder de otra forma. En concreto, escogemos, basidndonos en argumentos
de tipo fisico, una familia de estados (de prueba) |¢,(b)) y calculamos el funcional E
correspondiente a estas funciones. En esta ultima expresién b representa un conjunto de
parametros de los que dependen las funciones de prueba. Por supuesto que esta familia no
cubre completamente el espacio de estados (ver 1.2), pero basta que contenga el minimo
absoluto para que el método funcione. Cuando nos restringimos a nuestras funciones de

prueba
(s (b) [H] 6 (b))
Bl ()= =0 1 o)y

el funcional se reduce simplemente a una funcion de los parametros b.

= E[b]
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1.3. Método variacional

Figura 1.2.: Esquema de un espacio de Hilbert

1.3.2. Método variacional en un sistema de dos particulas

Sea un sistema de dos particulas de masas mq, ms cuyas posiciones en un sr fijo son
ri, ro y cuyo hamiltoniano se escribe como

2 2
P1 P>
H=—4+—"—""4+V(ri—-r
2mq + 2meo + VI 2l)
Se consigue una simplificaciéon notable del problema realizando el siguiente cambio de

variables
_ myryp+mora  myry + maors

mi + mo M
r=ro—ry —p=mr

R —~P=MR

mima

siendo m = la masa reducida del sistema y M = mi + mo la masa total del

sistema. Tras el cambio de coordenadas el hamiltoniano queda reducido a

De esta forma hemos reducido un problema de dos particulas en interaccién en dos
problemas de una séla particula. Una de ellas, con coordenada R, es una particula libre
y otra cuya coordenada es r, cuyo mddulo es el argumento del potencial V.

En el sistema de referencia inercial asociado al CM se cumple que P = 0, con lo cual
el hamiltoniano queda reducido a

2
H:p——FV(r) r=|r|

2m

Hasta ahora todo son cantidades clasicas. Para construir el operador asociado aplica-
mos las reglas de correspondencia de SCHRODINGER

p —p=—ihV,

r —r=r

de forma que

h?
2m (x)

http://alqua.org/libredoc/IFC2 17
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1. Preambulo tedrico

]. 82 L2

Substituyendo V2 = ;Wr ~ 22 tenemos que

h? 1 9 L2

2m r Wr 2mr2

+ V(r)

En FCI habiamos resuelto el problema de autovalores correspondiente a este hamilto-
niano y encontramos que los fdo de los estados ligados del espectro discreto son

¢nlm = ¢nlm (7", 9, 90) = Ry (7’) erz (Q)

donde R, es la funcién radial y los arménicos esféricos YTfl que obtenemos son los au-
toestados del momento angular orbital y cumplen

L2yl RRLI+1)Y]
LY., = mmY}
/ 0 (Y;;,)*Y,; S P

De los casos que hemos estudiado en FCI (dtomo de hidrégeno, oscilador tridimensio-
nal,...) parece deducirse que el estado fundamental siempre posee [ = 0, y en consecuencia
una fdo

RnO (T>
VT

¢n00 (I‘) =

1
VAar

Dado que estamos interesados en buscar aproximaciones al estado fundamental, po-
demos proponer funciones de prueba que sélo dependan de la coordenada radial, esto

ya que YY) =

es
¢=¢(r),
y entonces el funcional de la energia sera
* h2 1 d?
Blg) = L& OHOE) Jdr-rem () {‘mdmw}w
fdr’¢(T)|2 de'T2|¢)(T)|2

1.3.3. Aplicacién del método al atomo de hidrégeno

Apliquemos estas expresiones al ejemplo tipico de sistema a dos cuerpos: el atomo de
H,. En este caso

MmeMmy .
" m = —— & M, es la masa reducida
Me + My
2
e
| | V(?”) = —
r
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1.3. Método variacional

2
. . . . : r h

= Conviene introducir la variable adimensional p = —, ap = —5 ~ 0.534
ag me

Asi el funcional se escribe

a0 { st~ <2 o

S
Qmagpdp ap p

El¢] =
[ dpp? |6(p)|?
Ahora bien
LQ _ 1’”764 _
oma2 2 B2
y
62 me4
— = —=2F
aq h2 !

con lo cual llegamos a la forma final del funcional

. 1
oo () {5+ 2 Lot
[ dpp®|6(p)I?

Ya estamos en disposicion de proponer una forma para las funciones de prueba para
lo cual acudimos, como siempre, a argumentos fisicos. De los distintos ejemplos vistos en
FCI parece deducirse que en el caso de potenciales que decaen a cero muy suavemente
las fdo tienen la forma asintética

B¢l =—Er

d(p) — e, p— oo,

Precisamente por ello es razonable proponer funciones de prueba que tengan la forma de
un polinomio en p por la exponencial anterior. En el caso que nos ocupa investigaremos
la funcién maés sencilla posible, que es la propia exponencial.

¢ (b, p) = e,

Para obtener la funcién de la energia F(b) debemos calcular primero las siguientes inte-

grales
1\? [ NG
d 2,—2bp _ [ = / 2 —x dr = -
/ pee <2b> o TR T

donde hemos efectuado el cambio de variable x = 2bp y los limites de integraciéon son
0, 0o tanto antes como después del cambio. Ademds hemos tenido en cuenta que I' (p) =
[dzaP~te™® = (p— 1)L

Por su parte la integral que aparece en el numerador es

_ d2 2 _ B B h—2
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15
12.5

Figura 1.3.: E [b]

donde se ha utilizado el mismo cambio de variable x = 2bp. Finalmente llegamos a la
siguiente expresiéon

b—2
_ b2 _ g2
Eb]=E; = (b — 20)E;
408
Ahora sélo tenemos que minimizar E[b] respecto a b. El iinico minimo se obtiene para
b =11y el valor de la funcién en el mismo es E[1] = —E; ~ —13.6eV. La fdo, que no
esta normalizada, es
opr =€ ".

Como puede observarse los resultados obtenidos coinciden idénticamente con los que
se obtuvieron en FCI al resolver directamente la ecS. Ello es debido a que la familia de
funciones propuestas contiene el verdadero estado fundamental.

Es conveniente estudiar otras propiedades ademas de la energia para valorar la exacti-
tud del la solucién. Vamos a calcular, por ejemplo, el tamano del atomo. Para estimarlo
usaremos el radio cuadrético medio (la raiz cuadrada del valor medio del cuadrado de la
distancia electrén—ntcleo)

rgm = /(r?),

utilizando la fdo que hemos obtenido, es decir, ¢(1,r):

= 3a%.

2N _ [ dr ¢*r2¢ o o [ dppte? o I'(5)
(') = Tdrore O [dppre2r — “04T(3)

Asi el radio cuadratico medio vale
rqm = v/3ao.

En este caso la familia de funciones de prueba da lugar a un valor de la energia y del
tamano del d4tomo que son adecuados, pero podriamos encontrar funciones de prueba
que reproduciendo muy bien la energia proporcionen valores desastrosos para otras mag-
nitudes.

Utilizemos, por ejemplo, la siguiente fdo ¢(b, p) = ﬁ que da lugar a una energia

H_Tr—Sb
= omp2 1
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1.4. Suma de momentos angulares

Figura 1.4.: La determinacién completa del momento angular es accesible en la mecanica cldsica
(izquierda) pero no en mecdnica cudntica (derecha), donde sélo el médulo y una com-
ponente del vector pueden ser conocidos simultdneamente con mixima exactitud.

;o T . . .y p
cuyo minimo ocurre en b = 1 lo que implica que nuestra prediccion para la energia del

estado fundamental es g

E = —7E1 S —0.81E1.
™

Este valor tiene un error del 20 %, lo que puede ser considerado aceptable en una pri-
mera aproximacion. Pero ahora viene la gran desilusién: si calculamos el rgm obtenemos

2 2 [ p*
r“)y =a dp————=5 =
< > 0/0 <b2 +p2)2
Este resultado es debido a que la fdo no decae suficientemente deprisa cuando nos ale-
jamos del origen. De hecho ¢(p) — — p — 0.

Podemos dar la siguiente moraleja: cuando utilizamos el método variacional, no basta
con calcular la energfa, sino que hay que estudiar otras cantidades.

1.4. Suma de momentos angulares

El momento angular de una particula en la mecanica newtoniana es
L=rAp

Es una funcién de las magnitudes r y p al que podemos asociar el siguiente operador
hermitico
L=rAp

y aunque r y p no conmutan se verifica que L = —p Ar
Ejemplo

L. = rzPy — ryPz = — (pwry - pyra:) = - (P A r)z

De las propiedad de conmutacion de r y p se deduce que

Lo, L,] = ihL,
L.,L.] = ihL,
L, L] = ihL,
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Figura 1.5.: Representacién grafica de L y L, para un sistema

A partir de estas relaciones deducimos que las componentes del momento angular no
se pueden medir simultdneamente. Sin embargo

(Lo, L] =0, a=2,y,2
Probemos, por ejemplo, con [Lx,LQ}
Lo, 7] = [l L] + Lo 2] =

= [Ls, Ly] Ly + Ly L, Ly] +(y = 2) =
= ih{LzLy +L,L. - L)L, — LZLy} =0

En consecuencia, podemos medir simultdneamente L? y L, é L, 6 L,. Habitualmente se
escoge L.. El problema de autovalores es en este caso

L2 |im) =R+ 1) [Im) 1€{0,1,2,...}
L. |[lm) =hml|lm) me{-l,-1+1,...,0,1,...1} VI
<lm\l'm/> = 6ll’5mm’

En Mecénica Cuantica decimos que un estado posee buen momento angular si cono-
cemos simultaneamente su médulo y una de sus componentes. Esto es, si conocemos |L|
vy L. Las otras dos componentes no toman valores bien definidos. Todo ocurre como si
el momento angular precediese alrededor del eje z definidendo un cono.

Supongamos que el momento angular del sistema se puede descomponer como

L=L,+L

Podemos intepretar que L,; son los momentos angulares de dos partes del sistema y
admitiremos que pueden medirse simultaneamente, es decir

[Laow Lbﬁ] =0
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1.4. Suma de momentos angulares

Figura 1.6.: Suma de momentos angulares en mecanica cudntica

Denotaré por
[lamalomp) = |lama) [lymy)

a los estados del sistema en los que esta bien definido el médulo y la tercera componente
del momento angular de cada parte

L2 |lamalymy) = B2l (la + 1) |lamalyms)
La,z \lamalbmb) = hmb \lamalbmb>
<lamalbmbllflmglgm§,> = 61111& 6lb125mam;’5mbmg

Ahora podemos interrogarnos sobre ctial es la informacién que realmente podemos obte-
ner sobre el momento angular suma. En Mecanica Clasica donde conocemos realmente
los vectores L, y Ly, su suma también se encuentra bien definida. En Mecénica Cuéntica
las cosas son mucho mas complicadas. Si pensamos en la imagen geométrica sencilla de
los vectores precediendo, tendriamos una situacién como la de la figura 1.6 en donde las
Unicas constantes del movimiento son

’La’7 |Lb’7 Laz7 Lbz y L,= Laz + Lbz

Para investigar de una manera mas formal este problema estudiemos algunos conmuta-
dores. Se cumple que

Ly, L, = dhL,,...
L] = (Ll = [L,L%] =0
[L2.L%] = [L2,L.]=0 (a—b)

sin embargo

[LaZ’ L2] = [Laz’ La : Lb] 7"é 0

Demostremos alguna de las propiedades anteriores, por ejemplo

L2 = [, L2+ +2L, L) =2  [L2,L,] Ly, =0,
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o por ejemplo,

|:L27 LZ] = [LCZL’ Laz —+ Lbz] = [Lg’ Laz] = 0.

De las expresiones anteriores se deduce, que en cualquier caso, el nimero méximo de
operadores que conmutan entre si es siempre igual a 4. Asociadas a cada uno de estos
conjuntos de operadores tenemos las siguientes bases ortonormales

LB L. L L.} | {L L L* L}
A

|la me Ly my > ’ ‘la Iy [ m>

Los elementos de una base son combinaciones lineales de los de la otra

lamalymp) = Cim [lalylm)
Ilm

Teniendo en cuenta la ortonormalidad de &mbas bases se puede escribir
Clm = (lalblm|lamalbmb> s

demostrandose ademés que las fases de estos estados se pueden elegir de manera que los
coeficientes O}, sean reales, es decir

Cim = <lalblm|lamalbmb> = <lamalbmb|lalblm>* = <lamalbmb|lalblm>

La probabilidad de encontrar al efectuar una medida sobre el estado del primer miembro
un valor i/l (I 4+ 1) del momento total y un valor im para L. es

P (l,m) = |(Lalylm|lamalyms)|* = |Cipm|?

Precisamente para recordar que Cj,, es en realidad un solape entre los estados de las
dos bases, se utiliza en el desarrollo anterior la notacion

lamalomy) = (lamalymp|im) |lalylm)

lm
Los coeficientes de la mezcla reciben el nombre de coeficientes de CLEBSCH-GORDAN y
se demuestra que son cero excepto quiza si
S {|la_lb‘a|la_lb|+1>-'-7la+lb}
m = Mg+ My
Por ello se suele escribir de forma explicita
la+lb

[lamalymp) = Z (lamalymp|lmg + mp) |lalplmeg + my,)
1=|lq—1y)|

La transformacion inversa viene dada por los mismos coeficientes, aunque ahora se suma
sobre las variables m,, my

lallm) = Y (lamalymp|im) lama, lyms)

Ma,Mp

siendo m = my + my,.
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1.5. Energias en cm™!

cantidad cgs sun 1 sun 2
hc 1
— 1.973 x 107° Vol —ev!
LV e 27 ¢

Cuadro 1.1.: En"“sun 1"/ =1, ¢ = 1y eV es la unidad natural de energia . En “sun 2" (las que
vamos a utilizar) h =1 c= 1y eV es la unidad natural de energia.

1.5. Energias en cm ™!

Los fisicos experimentales utilizan en numerosas ocasiones un sistema de unidades en
el que las energias vienen dadas en cm~!. En esta seccién buscaremos que relacién existe
entre dicho sistema de unidades y el cgs. Recordemos que

ho= 1.0545 x 107 % erg - s

1.0545 x 107347 - s en el MKS
6.582 x 107 %eV - s en el MKS
2.9979 x 100%m - s7!

fic = 1.973x107%V -em =1973eV - A

he }
| = [
{[E]
Vamos a expresar en distintos sistemas de unidades naturales (“un”, numerados uno y

he
1 i —_— la 1.1).
dos) la cantidad TV (ver tabla 1.1)

Tenemos, entonces, la siguiente equivalencia entre el cgs a la izquierda y un3 a la
derecha

Cc

1.973 x 10 %em = ieV_l,
2
leV ! -1
e = cm
21 x 1.973 x 10~° ’
~ 8066cm L.

Podemos hablar, por tanto, de 1leV o de 8066¢cm~'segiin lo que nos resulte més co-
modo. En un experimento donde se miden las longitudes de onda de los fotones emiti-
dos/absorbidos en transiciones entre estados puede parecer natural medir también las
energias en cm~!. En este sistema la energia de ionizacién del H vale E; ~ 110000cm !

1.6. Cantidades utiles

2
e 1
s La constante de estructura fina o« = — = —.
ke 137

http://alqua.org/libredoc/IFC2 25



http://alqua.org/libredoc/IFC2

1. Preambulo tedrico

(http://fig.alqua.org)

Figura 1.7.: Estructura fina de los niveles n = 2 y n=3 del hidrégeno. La distancia energética entre

1.7.

26

niveles estd dada en em™!.

he=1.973x 107%eV -em = 1973¢eV - A

1 me* et 1

1 1/ 1)?
Energia de ionizacién E; = 32 = imCQW =5 (ch) a? = 3 <137) 0.5 -

108 eV ~ 13.6eV

B (he)?  he 1
Radio de BSHR ag = —— = 97 _ e 1534
me mcee mce

Problemas y ejercicios

[A] Considere una particula que efectiia un movimiento unidimensional sometida
al siguiente potencial

1
Vix) = §mw2x2 — qex

El primer término es un oscilador arménico, mientras que el segundo término repre-

senta la interaccién de la particula (de carga ¢) con un campo eléctrico estacionario
. . , 2

y homogéneo e. Obtenga valores aproximados de la energia hasta orden (ge)~.

[A] Obtenga la energia del estado fundamental del hidrégeno suponiendo que el
nicleo es una pequena esfera de radio rg uniformemente cargada.

[A] Aplique el método variacional para obtener la energia y la funcién de onda del
estado fundamental de un oscilador arménico.

[A] Deduzca la energfa y la funcién de onda del primer estado excitado del oscilador,
utilizando el método variacional.

[A] Obtenga una aproximacién al estado fundamental del oscilador utilizando la
siguiente familia de funciones de prueba.

1

Vo) =5
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1.7. Problemas y ejercicios

6. [A] Un sistema se encuentra formado por dos particulas que poseen momento an-
gular bien definido y caracterizado por los nimeros cuanticos

lh =
m, =

la =

S = O =

mo =

a) Deduzca los posibles valores de L asociado al momento angular total

b) Escriba el estado anterior como una combinacién lineal de estados con buen
momento angular.

7. [A] Un sistema se encuentra formado por dos particulas con momentos angulares
L, y Lp. Si definimos el momento angular total del sistema como L = L, + L,
obtenga los conmutadores siguientes:

a) [Lg L] =ihL,

b) [L.,L%] =0

¢ [L2,L*] =0

d) [LZL.]=0

e) [La.,L?] = Lg,Ls, — Lo, Lo,

Algunas soluciones

Ejercicio 1 (perturbacién de un oscilador arménico mediante un campo eléctrico)

Vamos a afrontar el problema primero utilizando la teoria de perturbaciones y después
aplicando un desarrollo en serie para dar una solucién exacta.

Método perturbativo. Las correcciones a la energia a orden uno y a orden dos son sendas
integrales. Para aprovechar las condiciones de ortonormalidad sobre las funciones
de onda del oscilador arménico, vamos a utilizar los operadores A y A™, intentando
expresar el operador X en funcion de ellos. Para ello, recordemos la expresién de
Ay AT en términos de operadores conocidos

A = (2hmw) 2 (mwX + iP)

AT = (2hmw)

N = N =

(mwX —iP)

de donde, resolviendo el sistema para X
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Solo queda calcular las correcciones. La primera es

BEO = (o9 |-gex|¢)
1

(N2 /.0 O
- E <2mw> <¢" |A+A ‘¢”>

= ctex ({80141 60) + (60 |4*|60))

Las dos integrales se anulan, porque sabemos que

Algn) = Valoll))
ATlon) = VaF1|el))

y [ ¢§0)¢§0)dq = 9;; si las autofunciones del oscilador arménico estan conveniente-

mente normalizadas. Por tanto E() = 0. Tendremos que anadir més términos al
desarrollo.
La segunda correccion a la energia supone mas engorro pero ningiin principio nuevo

0 |—gex| o[
E® _ ;< ]E(0>qi — )
n#£j n

J
_ h(ge)’
 2mw Z

(6 1+ s )]
n=jt1 EY — BV

para n = j — 1 s6lo es no nula la integral con A" como operador, y paran = j + 1
la que tiene a A como operador.

nae? ([0 (60 14162,

E? —
e\ B - B B - B
2
qe
= )
(g2
2mw?

donde he utilizado en los denominadores la expresion de la energia del oscilador

1
armonico, E,(LO) = (n + 2> hw.

Método exacto. Otra forma de resolver el problema consiste en darse cuenta de que
1 1 ge \2  1(ge)? 1 1 (ge)?

_ 2,2 _ 2 _ 2,2
Vi(z) = W a” — qex = 5w (a; — mw2> 5 MW 5 2
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1.7. Problemas y ejercicios

-0.02 0.02 0.0 0.06

Figura 1.8.: La curva que pasa por el 0,0 corresponde al potencial no perturbado.

d - d
dz = da’

Como se puede escribir

2 42 1 (ge)?
H — - 2,02
2m dx? + 2mw v 2mw?

que no es mas que el hamiltoniano de un oscilador armonico idéntico al no pertur-

1 (qe)?

bado pero cuyo origen de potenciales ha sido desplazado en —3 5
mw

2
E, = hw n—i—1 _l(qs)
2 mw?

Por tanto

Interpretacion El potencial antes y después de la perturbacion se encuentra representado
en la figura 1.8. La caracteristica esencial del oscilador arménico es que sus niveles
de energia son equiespaciados. Esto se mantiene al aplicar el campo eléctrico, pero

1(qe)?

todos ellos se desplazan —
2 mw?

hacia abajo.

Cabe senalar que el método exacto lo es porque su validez no depende de la pe-
quenez del campo aplicado, €. Sin embargo, las férmulas del método aproximado
no serian validas si € fuera grande. Por otra parte, nos damos cuenta de que los
términos E®) y sucesivos se anulan, pues con un desarrollo truncado a orden 2 se
obtiene la solucion exacta. Finalmente, se puede decir que para cualquier pertur-
bacién que dependa de una potencia impar de X, la primera correccién a la energia
es nula. jPor qué?.
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2. Estructura fina del atomo de hidrogeno

En FCI se introdujo un modelo no relativista para estudiar el atomo de hidrégeno.
Suponiendo (i) que el electrén es una particula sin espin, (ii) que su velocidad es des-
preciable frente a la de la luz y (iii) que interacciona electrostéticamente con el ntcleo,
pudimos utilizar la ecS para obtener las autoenergias y autofunciones del problema. Sin
embargo, (i) es incorrecta y (ii) sélo es una aproximacién por lo que cabe esperar la
existencia de efectos relativistas apreciables. Como veremos mas adelante, el espin juega
un papel importante en este problema y por ello empezaremos repasando parte de la
fenomenologia que dié lugar al descubrimiento del mismo.

2.1. Experimentos que condujeron al espin
Fueron de dos tipos esencialmente

» Interaccién del 4&tomo con un campo magnético B estacionario y homogéneo (efec-
tos ZEEMAN y PASCHEN-BACK, que se diferencian en la intensidad de campo apli-
cado y de los que estudiaremos sélo el primero).

= Interaccién con un campo B estacionario pero con un gradiente espacial relativa-
mente débil (experimento de STERN-GERLACH).
2.1.1. Interaccién con el campo magnético: el hamiltoniano
El hamiltoniano de una particula en un campo magnético estacionario

Como siempre, la clave para abordar el problema es identificar el hamiltoniano que
gobierna el sistema. Empecemos por considerar la expresién de H para una particula
de masa m y carga ¢ sumergida en un campo magnético estacionario B (no hay campo

eléctrico). En el cgs
1 q .\2
=5 (P A)
2m c

Si B es homogéneo se puede escribir el potencial vector como

1
A=—rAB
5T

mientras que si existe un pequeno gradiente la expresién precedente serd valida sélo de
forma aproximada, es decir

1
Aﬁ—ir/\B
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2. Estructura fina del atomo de hidrogeno

En estas condiciones

1 q 2
H = —( a B)
2m p+2cr/\
2 2
P q q 2
. (rAB B). B
2m+4mc[p (rAB)+ (rA )p]+8m02|r/\ |

Aplicando las relaciones del producto mixto y teniendo en cuenta que conviene man-
tener el orden de los productos, dado que cuando cuanticemos H los operadores p y r
no conmutan, resulta

p-(rAB)=B-(pAr)

Como el momento angular es' L =r A p.

2 q2

p q 2,2
H - 2 __ 1y, B
2m  2mc +8m02 e
= T+Wi+ Wy

donde |[r AB| = Brsinf = Br) .

Interpretacion: el primer término es proporcional a B - L y se le llama paramagnético
porque orienta el momento angular del sistema (favorece que L sea paralelo/antiparalelo
a B segtn el signo de ¢). El otro, mucho méas débil, es proporcional a BQTi y se le llama
diamagnético (no tiene influencia sobre L).

Simplificacién del hamiltoniano

La estimacién de los 6rdenes de magnitud de los términos Wy y Ws nos permitira
despreciar el segundo con cierta tranquilidad. Utilizando que |L| ~ h, se tiene que para
una particula de carga y masa las del electrén, |g| = ey m = me,

e Bh— eh

2mec 2mec

(W) o

B:/LBB

donde pp se conoce con el nombre de magnetén de BOHR y su valor en unidades cgs
es pup = 9.273 x 1072 ergG—1 = 5.792 x 107%eVG~!. El orden de magnitud del campo
magnético B implicado en un experimento tipo ZEEMAN es aproximadamente? B =
102G = 1T. Con estos datos [(W1)| § 107%eV El segundo término de la perturbacién
vale

1A la cantidad r A mv se le llama momento de la cantidad de movimiento, mientras que al momento del
momento lineal L = r A p se le llama momento angular.

Ejercicio Demuestre que pAr=—-rAp=—-L

2En realidad se pueden aplicar campos mucho maés intensos, que dan lugar al llamado efecto Paschen-Back
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2.1. Experimentos que condujeron al espin

Figura 2.1.: Un dtomo penetra en la regién entre dos imanes cuyo perfil se ve en la figura: es el

experimento Stern-Gerlach (v. [ . p 141]).
22
e‘B
W R s
W)l ~ S

e?B? 1/ eh \? meaz o

—a5; = o 5B

8mec 2 \ 2mec h

1(upB)® _ 1(upB)’

2 meet 2 FEr
72
107 %V

[(W2)]

{A

Hamiltoniano del atomo de H; en presencia del campo B externo

El hamiltoniano de un dtomo de hidrégeno (o de un dtomo hidrogenoide) en presencia
de un campo magnético es

e B.L, — e

H=T,+T,+V¢
ntdet Vnet 2mec 2my,c

B-L,

donde los dos primeros términos representan la energia cinética del electrén y del ni-
cleo respectivamente, V¢ , es la interaccién culombiana entre dichas particulas y los
dos sumandos restantes representan la interaccion con el campo magnético externo si
despreciamos el término diamagnético,.

2.1.2. Efecto Zeeman

., Qué efecto tiene el campo externo sobre los niveles del atomo de H;7. Para responder
a esta pregunta, el movimiento del atomo en conjunto es irrelevante, de modo que es
adecuado pasar al sistema del centro de masas (CM). Conviene reescribir el hamiltoniano
en funcién de las coordenadas relativa y del CM tal como hicimos en FCI. Ahora la
situacion es algo mas complicada porque también hay que transformar los momentos
L. y L,. Para satisfacer este objetivo es importante recordar algunas de las relaciones
bésicas entre ambos sistemas de coordenadas.
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I'e = %r +R
r, = —%r +R
P = Pe + Pn
my, Me
p = Mpe Mpn
L+Lecm = Le +L,

donde

L=rAp, Lcmn =RAP

Estas relaciones tienen validez general, tanto si el momento lineal coicide con la canti-
dad de movimiento, como si existe un campo magnético y el momento lineal tiene una
expresion mas complicada. Empleando estas relaciones tenemos

1 1
‘B L--°“BL =B L+tLm-—(—+—|B L,
2mec 2mpc 2mec 2c \'me mgy

En el sistema del CM se verifica que

Lem =0

P=0 — p=pe=-Pn
m

R=0 — rn:—ﬁer

y en consecuencia la relacién que existe entre los momentos angulares relativo y del
nicleo es

Me
Lo = (57) L
lo que nos demuestra que el segundo es despreciable frente al primero, y por tanto la
interaccion del protén con el campo magnético externo es muy inferior a la que expe-
rimenta el electréon. Este hecho tiene una interpretacion sencilla debido a que el protén
es tan pesado que practicamente se confunde con el CM, y por tanto es este sistema de
referencia estd casi en reposo. Por tanto

2 2
p°  Ze® LB
H = 2 29 gy
2m r + h
::m+%BL

Senalemos que la expresién anterior es valida en el sr del CM y aproximada porque (i)
hemos despreciado la interaccién del protén con el campo magnético y (ii) porque sélo
hemos tenido en cuenta el término paramagnético.
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2.1. Experimentos que condujeron al espin

=0 I=1 =0 I=1

n=1 ¥ n=1

Figura 2.2.: Grafico de niveles para explicar las medidas antes y después de la aplicacién del campo
magnético.

El espectro en presencia del campo externo B
Aplicamos nuestro hamiltoniano H sobre un estado |nim) que es autoestado del ha-

Z°E;
-

miltoniano no perturbado Hy, ya que verifica Hg [nlm) = ( ) |nlm), y ademads

supondremos que el campo magnético aplicado solo tiene componente z con lo cual

H|nlm) = (Ho + %B : L) |nlm)
- (HO + ‘%BBLZ) Inlm)

Z°E
= <— e ! +MBBm> |nlm)

Observamos algo muy interesante:los autoestados de Hg lo son también de H pero con
autovalores modificados (las energias han cambiado). El campo magnético origina un
desdoblamiento de forma que los estados de un mismo nivel n tienen ahora energias
diferentes segiin el valor del nimero cudntico m, esto es, de la proyeccién del momento
angular orbital.

Z°FE
5 L+ upBm
n

Enm:*

Si tenemos un nivel caracterizado por n = 2 y lo sumergimos en un campo magnéti-
co pasaremos de un nivel a tres caracterizados por n = 2,m = —1,0,1. Como puede
observarse en la figura uno de estos niveles esta formado, en realidad por dos estados
degenerados, mientras que los otros dos son estados no degenerados. El salto de energia
entre niveles con valores de m consecutivos es pupB.

En realidad lo que el experimental detecta son los fotones emitidos o absorbidos en las
transiciones entre dichos niveles y el fundamental con n = 1. Y para ser més precisos, lo
que se mide es la longitud de onda del fotén asociado a cada transicion. En ausencia de
campo magnético se observan sélo fotones de una tnica longitud de onda, que llamaremos
Ao, pero cuando activamos el campo magnético detectamos fotones con tres longitudes
de onda diferentes: Ay, que coincide con la original, Ay y A_1.

Pasamos ahora a cuantificar la diferencia entre las longitudes de onda de los tres
fotones emitidos. Cuando B = 0 la energia de los fotones es

7’F YA 3
AE =FEy— E| = — I—(— 1> — S22,

22 12 4
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dato B=0 B#0
energia fotones AFE = ZZzEI AE,, = AE+ ugBm
. 8r hc 4upBm
longitudes onda Ay = ?ZTEJ Am = Ao (1 — 372E, )

Cuadro 2.1.: Salto energético en una transicién |21m) — [100) y su traduccién en longitud de onda
de los fotones de transicién antes y después de la aplicaciéon de un campo magnético.

pero cuando se aplica un campo dicha energia depende del niimero cuantico m:

Z’E 3
AEy, = Eyp— E = -2 4 upBm + Z°E; = S 2By + upBm
En ausencia de campo

hc he

AE = hyy=— =217—

1240 )\0 7TAO

he 8w hc

A = 2m—=—
0 AE 3 Z2E;
1216
~ A

Y tras activar el campo magnético se tiene (en términos de la longitud de onda del inico
fotén original)

Am = 27 he

3
EZ2E] + upBm

4,uBBm
= 11— ==
Ao ( 32°E; )

afieo(%)

La longitud de onda del foton original y la de los nuevos apenas difieren en una cien-
milésima de su valor original. En la tabla 2.1 se encuentra un resumen de los resultados.

Efectos Zeeman normal y anémalo

En definitiva, al aplicar un campo B estacionario y homogéneo se rompe la dege-
neracién de los niveles del atomo de hidrégeno, caracterizados por el nimero cuantico
principal n, ya que las energias del sistema pasan a depender también del nimero cuan-
tico m. Sabemos que
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2.1. Experimentos que condujeron al espin

Z N\ VB

Figura 2.3.: Experimento Stern - Gerlach. v. | , p 141].

me{-l,-l+1,...,1— 1,1}

vy que | toma valores enteros desde 0 a n — 1 de manera que cada nivel se desdobla en
2lmaz +1 = 2n — 1 subniveles. Por tanto deben aparecer un niimero impar de subniveles.
Ademsds la separacion en energia entre niveles consecutivos es siempre upB.

Esto es un hecho que se observa experimentalmente de manera frecuenta pero que no
tiene caracter universal. En efecto, en ocasiones se observa un nimero par de subniveles,
lo cual es inexplicable segin la teoria cuantica que ha sido introducida hasta ahora. Un
caso tipico es el del estado fundamental del atomo de hidrégeno que se desdobla en dos
subniveles separados entre si 2up B. Para distinguir entre los dos tipos de comportamien-
to se habla de efecto ZEEMAN normal y ZEEMAN anomalo segin que el desdoblamiento
dé lugar a un ntmero impar o par de subniveles.

Advertencia: el campo magnéticoB es responsable del desdoblamiento de los niveles
de energia pero no de las transiciones que se observan entre los distintos (sub)niveles.
Un campo estacionario no puede producir transiciones entre niveles atomicos.

2.1.3. Experimento Stern-Gerlach

A diferencia de los experimentos tipo ZEEMAN en los que el dtomo se sumerge en
un campo B homogéneo y estacionario, en los experimetos tipo STERN-GERLACH se
hace pasar un haz de atomos por un campo magnético B = Bk estacionario pero no
homogéneo. En estos casos el campo aplicado posee un gradiente 0, B relativamente débil
vy homogéneo.

Consideremos un haz de datomos que escapan a través de un pequeno orificio prac-
ticado en la pared de un horno a alta temperatura. Posteriormente el haz es colimado
mediante una serie de rendijas e introducido en el imédn que genera un campo magnético
estacionario e inhomogéneo. Dicho campo divide el haz original en varios subhaces que
impactan sobre una placa fotografica emplazada al final del iméan.

Nuestro objetivo consiste en la caracterizacion del movimiento del haz de 4tomos en el
st del laboratorio. Para poder determinar la desviaciéon que sufre el haz debemos calcular
la fuerza total que actua sobre cada atomo. Tenemos que

F = F.+F,

Fz —_ _aze (Vtot) _az (Vtot)

n
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donde

ytot — Vnc_6 + 2meCB (re) <L — 2WanB (rn) -L,
y como el campo sélo tiene componente z

vt —ye + 2mecB (re) Le ancB (rp) Lz

Resulta cémodo substituir el sr inercial del laboratorio por una sucesién de sistemas
inerciales cada uno de los cuales se mueve con la velocidad del CM en un instante dado
y su origen de coordenadas coincide con la posicién del CM en dicho instante. En cada
instante de tiempo, en el sistema correspondiente, se cumple que

m m
e VAR i vl
ya que en el sr propio R = 0. Como tambien se verifica que P =0
m

Pe = T]T\L;P +p = p

pn = 3;P-p = -p
y de aqui concluimos que

m
no= ol

de manera que en el sr propio
e My e me
—B L —B L
3moe 2 D Fe) et 5o S B ) Le

Si tenemos en cuenta que m, ~ M y que m. < M, el segundo sumando es despreciable
frente al primero con lo cual

Vtot — VC,e 4

n

e

it —ye 4 B(re) L.

2mec

La fuerza que experimenta el sistema es la misma en cualquier sr inercial por lo que
podemos realizar su calculo en el sistema que localmente coincide con el CM. Ademds
dicha fuerza deriva del potencial que acabamos de calcular

F. = Fe +F, =-0. (V) +-0,, (V)

Fez = _aze (VtOt) = _aze (VnC—E) + ﬁaze (B(re)LZ)
c __¢%
= o e (BEIL)

Fp.=—0., (V') = F;,
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—,
VY

Figura 2.4.: Aspecto de los impactos.

Teniendo en cuenta que las fuerzas internas debidas a COULOMB se anulan entre si, nos

queda
e
Fz:_ Z B eLz
po0..(B(ro)L.)

y si admitimos que el estado interno del atomo no cambia al atravesar el iman, L, es
una constante con lo cual llegamos a la expresién final simplicada para la fuerza.

F, = —%@(B)Lz = —pup (0.B)m

Un dtomo que penetre en el iman y cuyo nivel esté caracterizado por n, sufrird una
desviacion vertical proporcional al valor del nimero cudntico m. Puesto que en dicho
nivel de energia m puede tomar 2n — 1 valores distintos deberia aparecer un nimero
igual de impactos en la placa fotografica colocada tras el iméan.

El experimento original se hizo en 1922 con atomos de plata, pero dado que su estruc-
tura es mas compleja que la del a&tomo de hidrégeno, fue repetido por PHIPPS y TAYLOR
con este gas. Empleando una temperatura del orden de 1000K, garantizamos que la ve-
locidad de los dtomos es suficientemente alta y que la mayoria de ellos esta en el estado
fundamental (1s). En efecto, la energia cinética media de los dtomos a 1000K es del
orden de kT ~ 0.1eV y por lo tanto la probabilidad de que un choque entre dos atomos
uno de ellos sea excitado desde el nivel fundamental a otro nivel de energia superior es
muy pequena.

En estas condiciones, segiin la teoria que hemos descrito, el campo no deberia producir
ningtn efecto sobre el haz. Sin embargo, el experimento muestra una division del haz en
dos partes que se separan verticalmente y que dan lugar a dos impactos simétricamente
dispuestos respecto del punto de desviacién nula®. Aunque la teorfa predice con caracter
general un numero impar de impactos, en ocasiones se observa un nimero par. Estamos
ante una nueva indicacion de que la teoria cudntica que hemos ido introduciendo a lo
largo de este curso es incorrecta, o al menos incompleta.

2.2. Introduccion del espin

2.2.1. Propiedades del espin

1. Para poder explicar las contradicciones entre teoria y experimento que hemos ci-
tado a lo largo del capitulo introducimos la nocién de espin como momento intrin-

3en realidad no se encuentran puntos bien definidos, sino manchas.
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seco?. El electrén, ademds de su momento orbital L = r A p, tiene un momento
angular de espin, S = (53, 5y, 5-).

2. Dado que es un momento angular, los operadores asociados a sus componentes
deben respetar las siguientes reglas de conmutacion

S.,S,] = ihS.
S.,S.] = ihS,
S,,S.] = ihS,

Como vemos, no se pueden medir simultdneamente y con precisién arbitraria to-
das las componentes del espin. S6lo podremos medir simultdaneamente una de las
componentes, habitualmente S,, y el médulo al cuadrado S? = S2 + S; + 52 ya

que
[S..S*] =0
3. Ecuaciones de autovalores
S.|sms) = hmg|smyg)
S?|sms) = hs(s+1)|smy)
Dado s, ms € {—s,—s+1,...,s — 1,s}. En la siguiente seccién determinaremos a

partir del experimento los valores que puede tomar el nimero cuantico s.

4. El espin no depende de los grados de libertad espaciales; es independiente de la
posicién y del momento lineal de la particula. Este hecho se expresa imponiendo
que

[Sm rﬁ] =0
[son pﬁ]
[sav Lﬁ] =

5.  El momento angular total es
J=L+S

y dado que S y L son momentos angulares, J cumple las relaciones de conmutacién
propias de un momento angular (podeis comprobarlo como ejercicio).

4A pesar de que la nocién de espin se descubié intentando asociar un tamafio no nulo al electrén y
suponiéndo un movimiento de rotacién alrededor de un eje de simetria, las contradicciones asociadas
a un tamano finito del electrén (si el electrén poseyera un radio razonablemente pequenio su energia
electromagnética superaria a su energia en reposo; por el contrario si su energia electromagnética fuese
razonablemente pequenia, su radio deberfa superar al del d4tomo), hicieron que sélo perviviera la idea de
un momento intrinseco asociado a una particula puntual e independiente del movimiento del electrén.
Por todo lo que se sabe hasta hoy el electrén no tiene estructura interna.
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6. Ademads, se cumple que

L2 = 0
L%J.] = 0
[$%,0%] = 0
[s%,J.] = 0

7. Utilizando los dos apartados anteriores podemos distinguir dos tipos de estados

a) Aquéllos en los que estan bien definidos {LQ, L., S? SZ} y que denotaremos
como
|lmysmg)
con my € {—=l,-l+1,....,0—1,1} yms € {—s,—s+1,...,s —1,s}. A esta
descripcién la llamaremos descripcién con “buen L, S”.
b) Aquellos en los que estan bien definidos {L2, S? J2, Jz}

lsjm)

donde j € {|l—s|,|l—s|+1,...;0+s—11l+s}yme{—j,—j+1,...,5}
A esta descripcion la llamaremos “con buen J”.

La relacién entre unos y otros viene dada por los coeficientes de CG

|lsjm) = Z Z (Imysmg|gm) |lmysm)

mp=—Ilms=—s
Los estados de ambas bases satisfacen las propiedades que ya vimos en el capitulo
anterior, entre otras tenemos:

a) J.|lsjm) = hm|lsjm). La demostracién de esta propiedad es bastante sencilla

) )=

b 82 [isjm) = B + 1) isjm)

c) L2|isjm) = B2 (1 + 1) |lsjm),S?|lsjm) = h%s(s + 1) |lsjm)
d) (Us's'm/|lsjm) = 8105505/ Omm

8. PAULI postula que la energia de interaccién de una particula cargada con el campo
magnético es:

1 2
Hz—(p—gA) +¢."2B.s
2m c h

donde g; es una nueva constante caracteristica de cada particula y se denomina
factor giromagnético. Si B = Bk y seguimos los mismos pasos que en 2.1.1 el
hamiltoniano de PAULI queda reducido a

H = Hy+ "2 B (L..g.5.)
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B=0 B#0

n=1, 1=0, my, s,m
AE

Figura 2.5.: B =0y B # 0 desde el punto de vista del cazador de fotones

2.2.2. Determinacién de g, y s

En esta seccién determinaremos el valor de la constante gs y del nimero cuantico
s asociados al electron. Para ello estudiaremos el efecto del campo magnético sobre el
estado fundamental de un dtomo hidrogenoide. Supondremos que ademaés de los nu-
meros cuanticos habituales n, [, m; existen otros dos asociados al espin del electrén, es
decir que el estado fundamental del 4&tomo de hidrégeno es [n = 1,1 = 0,m; = 0; s, my).
Apliquemos el hamiltoniano anterior sobre dicho estado

H [100) |smg) = (Ho + %B (L, + gsSz)) 1100) | s7725)

Es conveniente recordar que Hy , al igual que L, solo actiian sobre la parte orbital (puesto
que solo dependen de r y sus derivadas). Tenemos

Hy [100) = —Z%E; [100)
y ademas

/%BBLZ 1100) = Brmy |100) = 0

porque el estado que estamos considerando posee m; = 0. Sin embargo

gs’%‘Bsz 1100) [sms) = gS%B 1100 S, | sm)
= gS%B |100) him |sm)
= gsppBms|100) |sms)

y, finalmente

H[100sms) = (—Z*E; + 0+ gspupBms) [100sm)

con lo que llegamos al resultado de que la energia de un atomo en el estado fundamental
|100sms), y sumergido en un campo magnético homogéneo y estacionario es

E100sm, = —Z*Er + gsppBms

con mg € {—s,—s+1,...,s}.

Experimentalmente se observa que al introducir el &tomo en el campo externo, el nivel
de energia fundamental se desdobla en dos subniveles con una diferencia de energia dada
por AFE = 2.003192upB. Para reproducir este resultado es necesario que myg solamente
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pueda tomar dos valores distintos. Dado que mg € {—s,—s+1,...,s}, llegamos a la

1
conclusion de que s = 3 Asi los posibles valores de mg son 5 Y5 Calculando las

energias para los dos valores de mg, tenemos

B = —Z°E;+ZupB
E' = —ZzEI_%MBB

con lo cual AE = E— E’ = gsupB. Si comparamos esta expresion con el resultado expe-
rimental se obtiene evidentemente que g; = 2.003192. El célculo del factor giromagnético
puede repetirse utilizando estados excitados y aunque en estos casos el desdoblamiento
energético da lugar a un espectro mas complicado, también se obtiene el mismo valor de
gs. En la practica utilizaremos como valor del factor giromagnético, gs = 2.

Con todas estas consideraciones, la fuerza que actiia sobre un dtomo hidrogenoide en
su estado fundamental (I = 0) cuando penetra en el iman de un exSG, es de la forma

0B
F, = —gsup ) ms
z
. 1 :
Dependiendo de que mg = 3 o mg = —3 se obtienen dos valores de la fuerza que son

iguales en modulo pero con signos opuestos. Estas dos fuerzas producen un desdobla-
miente del haz de dtomos en dos subhaces. Si el experimental mide la distancia (D)
entre los impactos de los dos subhaces en la placa fotografica, puedra determinar la
constante giromagnética que fija la intensidad de la fuerza. Nuevamente los resultados
son compatibles con g; = 2.

Es conveniente cerrar esta seccién recordando que los factores giromagnéticos son cons-
tantes caracteristicas de cada particula. Asi mientras para el electrén es esencialmente
gs = 2, el protén posee un factor giromagnético g7 = 5.58 o y el neutrén gy = —3.81.

2.2.3. La base {E£,L% S% J% J.}

Construyamos ahora una base ortonormal cuyos elementos sean simultdneamente au-
toestados del hamiltoniano Hy de J? y de J.,.. La razén para introducir esta nueva base no
es gratuita sino que, como veremos mas adelante, resulta la mas adecuada para calcular
los efectos relativistas asociados a la interaccién espin-érbita (seccién 2.3.2). Tal base se
puede obtener utilizando los antiguos estados propios ’nlml, %m5> y los coeficientes CG.

)
nlmy, 3Ms

1 L 1
n12jm>: ; Z <lm12ms|]m>
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|nlmg, smg) (deg) [nlsjm) (deg) Notacién
1 1 1 11 1 1
1100, 3,{3,—3}) (2) 11033, {3.—3}) (2 lsy
2003 (3 -1)) @ 2045, (34D @ 2,
|217{1707_1}’%) %7_% >(6) |21%%a %7_% >(2) 2]7%
R I

Cuadro 2.2.: Comparacién entre los estados habituales y los de buen J.

Verifiquemos que estos estados son efectivamente estados propios de Hg

Hy

l
1. 1 ) 1
n12]m> = Hy E E <lml2ms|jm> nlmy, 2m3>

= Z Z <lmz2ms‘j’m>H0 nlml,2m5>

ml:fl ms__%
y dado que
2
E
Ho |nlmy) = — nQI [nlmy)
Se cumple
1. Z2Er| 1.

con lo cual hemos construido una base de estados propios de H, que tienen “J”.

Nuameros cuanticos en ambas bases: algunos ejemplos

Vamos a introducir una pequena variacion sobre la notacién espectroscopica; anadire-
mos un subindice j a las etiquetas que representan los distintos valores de [, {s,p, d, ...},
lo que hard que encontremos etiquetas de la forma p1 o ps, por ejemplo. En general,

2 2

=1+ % por lo que a cada etiqueta x le corresponderan dos nuevas etiquetas z;;1/2 y
x;_1/2- En la tabla 2.2 se muestran algunos ejemplos

2.3. Estructura fina

El modelo introducido en FCI para describir dtomos hidrogenoides conllevaba una
serie de suposiciones béasicas, a saber:

1. el electron y el nicleo son particulas puntuales y sin espin
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1=0 =1 1=2 1=3
n=4

4S 4P 4D 4F
n=3

3S 3P 3D
n=2

28 2P
n=1

1S

1=0 I=1 1=2 1=3
n=4 -

4s, 4P 4P 3D 3D i 4F 4F
n=3 -

3S, | 3P 3P 3D, , 3D,
n=2 [

28, | 2P 2P
n=1

IS, |

Figura 2.6.: Comparacién entre los niveles de energia habituales y los niveles de energia con J bien

definido.
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2. Estructura fina del atomo de hidrogeno

2. se mueven con velocidades despreciables frente a la de la luz ¢, de manera que
podemos emplear la ecS

3. la interaccién entre sus constituyentes viene dada por el potencial de COULOMB.

Sin embargo, el electrén es una particula con espin s = 1/2, y su velocidad relativa al
ntcleo es pequeiia pero no despreciable frente a ¢. Comprobemos hasta qué punto la
suposicién de velocidades pequeiias es adecuada para el estado fundamental®. Sabemos
que la energia cinética del electrén en el estado fundamental vale

<T>n=1 = ZQEI

1
= —mc*(Za)?
2
Usando este resultado podemos estimar la velocidad como sigue
<p2> _ m2c(Za)?

(Ipl) =~ V{(p?) =mc(Za)
y asi,

V| ~ Zac ~ (1072Z) X ¢
La velocidad es del orden de Z centésimos de la velocidad de la luz. Es decir, pequena
pero no despreciable, y lo que es més importante su valor crece con el nimero atémico.
Por ello esperamos que los efectos relativistas sean mas importantes en atomos pesados.
Para hacer un estudio del hidrégeno en un marco puramente relativista tendriamos
que utilizar la ecuacién de DIRAC, que describe la evolucién de particulas relativistas

1 " . .

con espin —. Se conocen de forma analitica sus soluciones para una particula en el

seno del potencial coulombiano. Sin embargo, nosotros no seguiremos esta via, sino que
anadiremos términos correctores al potencial de COULOMB para tener en cuenta los
efectos relativistas, siempre manteniendo la ecuaciéon de SCHRODINGER para la funcién
de onda. Los efectos observados en los espectros atémicos relacionados con estos nuevos
términos se denominan estructura fina del dtomo. Los pasos que tenemos que dar para
resolver el problema son los siguientes:

1. Escribir la ecuacién de DIRAC (ecD) para m — e en interaccién culombiana.
2. Desarrollar la ecD en serie de potencias hasta orden
P \2 v 2
() ¢ ()
me c
para llegar a una ecS con un potencial modificado

(T+V+Vi+ Vo4 VP)y = Ey
(Ho+ VT + V4 VP)y = By

SPara ello utilizaremos la aproximacién no relativista. Si obtuviesemos una velocidad caracteristica del
electréon comparable a ¢, tendriamos una indicaciéon de que la aproximacién no relativista es incorrecta.
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donde Hy es el hamiltoniano no relativista asociado al potencial de COULOMB y
Z°FE
cumple que Ho|¢) = E} [¢) con Ej) = —— L Los términos adicionales son la
n
correccién a la energfa cinética V7T, el potencial espin-érbita V7 y el potencial
de DARWIN VP,

3. Obtener valores aproximados de la energia y expresiones aproximadas de las fun-
ciones de onda mediante teoria de perturbaciones.

FEn este curso nos limitaremos a enumerar los nuevos “pedazos” del potencial y a calcular,
de forma aproximada, las modificaciones que inducen en las autoenergias del atomo.
En la siguiente seccién daremos las expresiones concretas de los nuevos potenciales,
interpretaremos el significado fisico de los mismos y calcularemos mediante teoria de
perturbaciones a primer orden las correcciones a la energia.

2.3.1. Correccién relativista a la energia cinética: V7'

El origen del potencial corrector de la energia cinética,

es el siguiente. La energia cinética relativista es
T = T.+T,
- \/(pec)Q + (mec2)2 - meCQ + \/(pnc)2 + (mnc2)2 - mn62

y dado que la velocidad orbital del electrén es del orden de Zac, y la del nicleo mucho
menor, se cumple que p? < m2¢*, y por tanto podemos desarrollar las raices en serie de

2 2 4 4

1

7—FPe  Pu (P Pul
2me  2my, 8¢t \m2  my

potencias

En el sr del CM la suma de los momentos de las particulas es cero
P=pe+pn=0

y el momento de la coordenada relativa es

En consecuencia

2 /1 1 4 1)? 1\?
T = P () -2 (=) +(—) |+
2 \me my 8¢ M My,
p? /1 1 pt 1
T2 \m. mp 8¢2 m3
_p 1p
2m 8 m3c?
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donde si hemos retenido la masa del protén en el primer sumando (lo que hace aparecer
la masa reducida en el denominador), puesto que el error cometido en caso contrario
supera a la propia correccion relativista de la energia cinética. En efecto, la razén entre
energias de ionizacion utilizando uno u otro valor de la masa es

1 me*
E](m)_§ﬁ2 _ﬁ_i MeMy 1
El(me)_ 1m€e4_m€_meme+mn_1+me
2 R2 i

y teniendo en cuenta que m, = O (Zm,) = O (2.0 103Zme), concluimos que

Er(m) Me

Er(me) B Zma

La contribucion del término relativista se puede estimar como

pl
1 \m2c?

=1-5x10"%z"1

v
1
{Ho) 8 §mc2(ZOz)2
2 (M ’
~ (/4 —
(2 ()
~ (Za)?
de modo que numéricamente
VT
W) ~ 0.5 x 107122
(Ho)

Asi, la utilizacién de la masa del electrén (en vez de la masa reducida) puede introducir
un error en Ey similar a la contribucién de VT. Es importante ver cémo cambia el orden
de magnitud de las dos contribuciones segtin varfa Z. Para Z = 1 el efecto asociado a
que el nicleo no es infinitamente pesado es 10 veces superior a la correccién relativista
de la energia cinética. Para Z = 2 (He) ambos efectos ya son comparables, y a medida
que Z crece los efectos relativistas se hacen mdas importantes mientras que el efecto de
la masa reducida se diluye (por lo que en 4tomos pesados se puede utilizar directamente
me). El cdlculo en teorfa de perturbaciones de las correcciones inducidas por V7' se deja
para los problemas.

2.3.2. Interaccién espin-orbita: VV*7°

El potencial espin-érbita viene dado por

1 Ze* 1

ysmo— ~2¢ " q,. 2.1
2m2c2r3 (2.1)
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expresiéon que podemos reescribir como

_ up (1 Ze 1
VeiTe =2 == =L | S
h <2mecr3 >

la cual recuerda enormemente al segundo término en el hamiltoniano de PAULI, es decir

Ll S
h

Para ello tendriamos que interpretar el factor entre paréntesis, que depende del momento
orbital, como un campo magnético. Puesto que no hemos aplicado campo externo alguno
tiene que ser un campo magnético interno, pero la pregunta es ctal es su origen. En
el sr donde el protén estd (esencialmente) en reposo admitimos que ambas particulas
interaccionan solo mediante un campo eléctrostdatico E. Ahora bien, si pasamos al sr
propio del electrén, el campo electromagnético consta de una componente electrica E y
otra magnética B'. La relacién que existe entre el campo magnético que aparece en el
sistema de referencia en que el electrén estd en reposo y el campo eléctrico coulombiano
en el sistema original viene dada por las transformaciones de LORENTZ para el campo
electromagnético. Se cumple que

vAE
c

B =

y por tanto

B = -

PAE =
MeC MeC

PAVo

donde ¢ = Ze/r es el potencial coulombiano generado por el protén en reposo en la
posicién del electrén. Teniendo en cuenta que

1 (do Ze
Vo=—|—r—|r=——+
¢ r <dr> g 3T
llegamos a la siguiente férmula para el campo magnético B’

/ Ze 1 Ze 1
B =-— € *31)/\1': € 73L
mecCT mecCT

La expresién que hemos obtenido para el campo magnético en el sr propio del electrén
coincide, a falta de un factor 1/2 con la dada més arriba en la ecuacién para V*7°. La
razon de esta discrepancia se encuentra en que no hemos hecho las cosas correctamente
al considerar el sr del electrén como un sistema inercial. En realidad, el sr propio del
e~ esta acelerado y por lo tanto las transformaciones de LORENTZ no son adecuadas.
Cuando se repiten los cédlculos teniendo en cuenta este hecho se obtiene la expresion
correcta.

Asi el término V*7° da cuenta de la interaccién entre el espin del electrén y el campo

magnético interno del atomo, originado por el movimiento del protén o nicleo alrededor
2

del electrén. Sabiendo que r = ag/Z y que ag = — tenemos
me
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e‘ ’
E

Tcl
E B’

Figura 2.7.: a) Sistema de referencia propio del protén. b) Sistema de referencia propio del electrén,
en el que éste aparece en reposo.

3
_ Z€2 1 2
(Vo) =~ om2e2 | @ h
2 “0
A
748 [ m\?
T 2Rl <me> "
4 2\ 4
~ Z— e me?
2 \ ke
~ (Za)? (Z0¢)22mc2
= (Za)*Z%E;

donde durante el célculo he aproximado la fraccién m/m. = 1. Si consideramos que

2%5 ~107%eVG™t = 107 %V Teslas™ (2.2)
es facil darse cuenta que el campo magnético interno del dtomo crece como Bj,: ==
10Z% Teslas. Es decir, los valores que puede alcanzar este campo magnético interno son
extraordinariamente altos. La razén entre la correcciéon asociada a este término y la

energia original del atomo es

~ (Za)* ~ 0.5 x 107422

‘ (Vam2)
(Ho)
Este resultado es simplemente una estimacion relativamente grosera de la correcciéon

asociada a la interaccién espin—érbita. Ahora vamos a calcularla utilizando teoria de
perturbaciones a primer orden

AES© — <¢ |V570‘ ¢>

Las correcciones a la energia en primer orden de teoria de perturbaciones se obtienen
como el valor esperado de la perturbacién (V7 en este caso) en los estados del hamil-
toniano no perturbado, Hy. Ahora bien, en este caso tenemos dos familias de estados
propios asociados a éste ultimo y es licito preguntarse cudl de ellas es la mas adecuada.
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Recordemos que los estados propios del sistema deben venir etiquetados no sélo por la
energia sino también por las constantes del movimiento, es decir, por los autovalores
de aquellos operadores que conmutan con H. En nuestro caso el hamiltoniano puede
escribirse de forma un poco esquematica como

H=THy+ f(r)L-S

donde Hy y f(r) conmutan con todas las componentes de L y S, y por tanto con
{L2,LZ, S2, Sz}. No es muy dificil darse cuenta de que el producto L - S no conmuta
con ninguna componente de L y S. Por el contrario si que conmuta con sus longitudes
al cuadrado, con J? y con J,. En efecto,

J2 = J-J=(L+S)(L+S)
= L’+S°+L-S+S-L
L?+8*+2L-8S

con lo cual
1,9 2 2
L~S:§(J —L —S)

En definitiva, el nuevo hamiltoniano conmuta con {L2, S2,J2,J Z}. Por esta razén utiliza-
remos como funciones de orden cero aquellas que son autofunciones de estos operadores.

1
nl2jm> facilita el calculo de los elementos (¢ |V*7°| ¢).
nl1 m

2]

1. R 3 1.
n12]m>—2 <] (]+1)—l(l+1)—4> nl2]m>

Consideremos por separado esta expresion segin sean los posibles valores de [ y de j.

Cuandol:(),j:%
= _ r1 Lo Zo23) ks
I )= 5 9\ 1) MM

= 0
. e . 1 .
Anélogamente cuando [ # 0 distinguimos los dos casos j =1 £ 3 Respectivamente

Ademés la utilizacién de la base

L-S

1. Ll o
nl2jm>—2(J L S)

: _1
y teniendo en cuenta que s = 3

L-S

L-S

1 1 1
nl2jm> = h2% nl2jm>, j=1l+c

L-
S 2
1
nljm> = —hzl_i_—l
2 2

L-S

1 1
1= 2
n2jm>7j 5
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Ahora ya estamos en disposicién de calcular el elemento de matriz
— 1. _ 1.
AE®™° = nlijm{vs O‘nlﬁjm

que puede tomar tres valores:

0, 1=0,j=1
Z€2 h2l 1 - 1 1 - . 1
AES_O: 2m2022<nl2jm'r3 nl2]m>, Vi :l+§
Zet 1+1/) | . . !
_2m§c2h 5 nl§]m 3 nlijm , j=1— 5

segiin sean los valores de [ y j. El elemento de matriz del operador 1/1® puede calcularse
a partir de las propiedades de los CG, las de ortonormalizacién de los estados y la forma
de las funciones radiales.

ll' 1
712]mr

3

L+5

nz;jm> - <aZo>3 n3l (I + 1; ( 1)

Utilizando estos resultados, las expresiones habituales para ag, E; y o, y tomamos m =
me, tenemos

( 0, =0, 7=
1 E Za)? 1

= (Za)? ! _ _(zd) E0, j=1+

2 s 1 2 2
AES° = n3 (I +1) l—|—§ n(l+1) l+§
1 FE 1 1 1
(20— = (Za) — B =l
2 1 2 1 2
n3l l—|—§ nl l+§

2.3.3. Término de Darwin: V7

Este término del potencial se escribe como

h2
= v?
8m2c?

c

VD

y no tiene analogo clésico por lo que es muy dificil de interpretar ¢. Utilizando que

SEn la ecD la interaccién entre el electrén y el campo culombiano del nticleo es local; el campo sélo inter-
viene mediante su valor en el punto r donde se encuentra el electrén. Sin embargo, cuando desarrollamos
la ecD en serie de potencias en v/c, parte del potencial que aparece en la ecuacién para el espinor de dos
componentes que caracteriza el estado del electrén, es no local.
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2
V2vc — VZ (_ZG)

r

= —Ze?V? <1>
”

= —Ze? (—4mi (v))
= 4nZe?5 (r)

se tiene

p  TZe*h? 5 (r)
=———0(r
2m2c?
Lo que nos interesa es el valor aproximado de AEP, obtenido mediante teorfa de pertur-
baciones estacionarias a primer orden. Para ello hay que calcular el siguiente elemento

de matriz

b _ [ upp L
AEY = <nl2]m‘V ‘nl2]m>

nZe’h? 1. 1.
= Smi <nl2]m|5(r)\nl2jm>
nZe’h?
= 502 [Pnoo (0)[* 81,0
€

La parte espacial de la funcién de onda del electréon es de la forma

¢nlm = Ry (T) Ynl’b (Q)
esto es, producto de una parte radial y una parte angular. La parte radial se comporta
como

l

R, — 1 r—0,

y por tanto se anula siempre en r = 0, excepto si [ = 0. Utilizando que ¢;,0,0(0) =

1 7 3/2
— [ — obtenemos
VT (nao ) ’

1 Z4%2h? (Za)?

T om22gdn3 b0 T T
2mZctagn

AEP E%0

2.3.4. Correcion total a la energia

La correccién total a la energia es

AE = AET + AES—° + AEP

que queda reducida a dos sumandos distintos segun sea el valor de I:
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(http://fig.alqua.org)

Figura 2.8.: Espectro del H; teniendo en cuenta la estructura fina. v. Woodgate p. 64. También

1.

2.

Alonso p. 147
si | = 0 (calcularemos explicitamente este caso en los problemas)
AFE = AET + AEP

sil=#£0
AE = AET + AES™°

Sin embargo, la correccién final a la energia no depende del valor de [, a pesar de que
las diferentes contribuciones dependian de dicho nimero cudntico. Un célculo largo y

sencillo conduce a

_ 0
Abnj = = n? 4 1 En
I+35
B me2 (Za)* [ 3 n
B 2nt 4 .1
n i+

con lo que finalmente los niveles de un dtomo hidrogendide son

(Za)* [ 3 n
" n? 4 .1
I35

Algunos hechos importantes cocernientes a la estructura fina son:

1.

o4

Las energias sélo dependen de n y de j. Por ejemplo, para n = 2 se tiene que los
niveles de energia de 2s1 y 2p1 estdn degenerados (tienen distinto [ pero el mismo
2 2

J)-
Las correcciones decrecen rapidamente como — .

n3

En dtomos hidrogenoides V=° VP y VT son del mismo orden de magnitud. Sin
embargo, en atomos multielectrénicos la interaccién espin—érbita adquiere una ma-
yor importancia relativa por lo que VT y VP se suelen despreciar.
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2.4. El atomo de Hidrégeno en un campo externo

Figura 2.9.: Espectro del H; incluyendo estructura fina y efecto Lamb. v. Woodgate p.70

4. El aspecto del espectro predicho para el H; cuando se introducen estas correc-
ciones es el que se muestra en la figura 2.8. La separacion de energia que produ-
cen estos términos es mintscula, pues es del orden de 0.1cm ™! y recordemos que
leV ~ 8066cm L. Este es el espectro que predice esencialmente la ecD, aunque el
espectro experimental muestra algunas discrepancias (ver figura 2.9). Se observa
una separacién entre los niveles 251y 2p1 del orden de 0.03cm ™!, descubierta por
LAMB y RETHERFORD en 1947. En n = 3 hay una separacién méas pequena en-
tre 3s1 y 3p1, y finalmente otra ya casi imperceptible entre 3ps y 3ds. El efecto
LAMBQ—aSi 826 llama— es explicado en el contexto de la teoria cuiintica 2de campos,
y decrece con n y con .

5. Existen efectos alin méas pequenios, términos adicionales que dan cuenta de la deno-
minada estructura hiperfina” que en lugar de ser del orden de (Z a)2 EY ~ 1074V

son del orden de (Za2) %Eg ~ 1078eV. Su origen se encuentra en el hecho de
My

que el nicleo es extenso y tiene un momento angular intrinseco (un protén tiene
. ’ o 1
un radio de unos 0.5fm y un espin s, = 3.

2.4. EIl dtomo de Hidrégeno en un campo externo

En esta seccidn nos interesamos brevemente por la interaccién del dtomo de Hidroge-
no (o con mas generalidad de un dtomo hidrogenoide) con un campo electromagnético
externo.

2.4.1. El efecto Zeeman anémalo

Consideremos nuevamente el problema de un dtomo hidrogenoide sumergido en un
campo magnético externo estacionario y homogéneo. Admitiremos que el hamiltoniano
que caracteriza al atomo aislado es

2 2
Ho=2 29 yrysoyp,

2m r
Utilizando teoria de perturbaciones a primer orden hemos calculado los autoestados y
autoenergias de este hamiltoniano en la seccién anterior. Dado que en esta aproximacién
los autoestados no se modifican, seguiremos denotando a los autoestados de Hy por

1
nl2jm>. Al sumergir el atomo en un campo magnético segtin el eje z, B = Bk, el

hamiltoniano del sistema dtomo + campo es

"las consecuencias derivadas de alguno de estos efectos se utilizan con éxito para determinar la concen-
tracion de Hidrégeno interestelar.
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H:Hﬁ‘%(LHS)-B:H0+’%B(Lz+25z)B:HO+W,

y la correccién a la energia en primer orden de teoria de perturbaciones es

AE = (nljm|W|nljm)

= %B(nljm|Lz—|—2SZ|nljm>
B
—B
h
= ,u,BBm—i—'u?BB (nljm[S,| nljm)

(nljm|J. +S.[nljm)

El célculo del segundo elemento de matriz requiere la utilizacién de la férmula de
LANDE que relaciona los elementos de matriz de un operador vectorial (como S) y los
del momento angular total J. Si V es un operador vectorial sus elementos de matriz
verifican

(nljm |V - J| nljm)

(nljm Vo] nljm) = (nLjm |3a| nljm)

(nljm |J?| nljm)
En el caso que nos ocupa tenemos
(nljm|S - J| nljm)

hj(j +1)
con lo cual el problema se ha transformado en el de calcular los elementos del operador
S - J. Pero

(nljm[S:|nijm) =

1 1
SJ:S(L+S):SQ+LS:SZ+§(J2—L2—82):§(J2_L2+Sg)
y por tanto
1) . :
<nljm\$z|nljm>:§](]+ ) l.(l.—i- )+ s(s+ )m
2 iG+1)
o
o]
' my =4 2+1 772
(nljm |S;| nljm) = Ak %
26+1 7T 2

Asi, las correcciones a la energia debidas a la inmersién en un campo magnético ho-
mogéneo y estacionario son

1
AE =ugBm (14 —— ) =gz (1.j) ugB, j=1+1/2
B m( 2l+1> gr (I, j) uBB, j /
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(http://fig.alqua.org)

Figura 2.10.: Niveles considerando el efecto
ZEEMAN anémalo. v. | , D- 286].

donde g7, se denomina factor de LANDE. Este resultado es muy interesante porque nos
indica que la separacion entre dos estados con nimeros cuanticos n, j,m y n,j,m~+ 1 no
es simplemente ugB, sino

AEm,m+1 = Enjm+1 - Enjm =Jgr (l,j) MBB

A mode de ejemplo damos a continuacién algunos de los valores del factor de LANDE
v las correspondientes separaciones en energia

1
=0 j= 3 gL =2 AE,my1 =2upB
1 2 2
J % gL i m,m+1 ?lMB
l:1 j:§ ngg AEm,m+1:§,UBB

2.4.2. Reglas de seleccion en transiciones electromagnéticas.

Resulta posible inducir cambios en el estado del sistema aplicando un campo electro-
magnético externo dependiente del tiempo. Si en el instante ¢ = 0 en el que aplicamos
el campo, el sistema se encuentra en uno de sus autoestados, que denotaré como |i), la
probabilidad por unidad de tiempo de que el sistema sufra una transiciéon al autoestado

|f) es

dP;_ 8r2e? .
o= I

Para llegar a esta expresién hemos realizado algunas aproximaciones entre las cuales
podemos citar dos:

= El campo aplicado es muy débil de manera que podemos aplicar teoria de pertur-
baciones (dependientes del tiempo o no estacionarias).

= Las longitudes de onda involucradas son muy grandes comparadas con el tamafio
del sistema.
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En ausencia de campo externo, el sistema también puede experimentar transiciones
espontaneas en las que el estado inicial tiene mayor energia que el final. Este tipo de
transiciones son debidas a las fluctuaciones del vacio del campo electromagnético y s6lo
pueden explicarse de forma natural dentro del marco de la teoria cuantica de campos.
La probabilidad por unidad de tiempo asociada a este tipo de transiciones es

dP;_oy _ 8wjie’
dt  he3

[(F Irl )]

E,—F
donde wy; = sz En cualquiera de los dos casos la probabilidad de transicién por

unidad de tiempo es proporcional al médulo cuadrado del elemento de matriz del vector
r. Si este elemento se anula la probabilidad de que ocurra la transicién entre dichos
estados es cero.

El cédlculo explicito de estos elementos de matriz entre los estados nljm del atomo
de hidrégeno es bastante largo, pero se concluye que son necesariamente cero si no se
cumplen simultaneamente las siguientes condiciones

le{li:lzl}, jfE{ji,ji:lzl}, me{mi,mi:tl}

Podemos convencernos de que las reglas que afectan a los ndmeros cuanticos j y m son
verdad utilizando otra vez la férmula de LANDE.

(nglpjpmy el nligimi) o< (nglygpme |3 nilijima)

Ahora bien las componentes del operador J solo pueden conectar estados que tengan
el mismo nimero ctantico j 6 5 =1 y donde los ntimeros cuanticos m asociados a los
estados inicial y final sélo pueden diferir a lo sumo en una unidad. No obstante, hay
que tener en cuenta que el el factor de proporcionalidad también podria ser cero, y es
precisamente esto lo que justifica la regla que afecta al niimero cuantico .

En definitiva, tenemos un conjunto de condiciones, llamadas reglas de seleccion. que
deben satisfacer los numeros cuanticos de los estados involucrados en la transicién. Cuan-
do alguna de estas reglas no se cumple la probabilidad de ocurra la transiciéon es cero.
En otras palabras, estas reglas fijan las condiciones necesarias (pero no suficientes) para
que la probabilidad de transicién sea no nula.

2.5. Problemas y ejercicios

2.5.1. Enunciados

1. [A] Estudie el efecto que tiene la aplicacién de un campo magnético estacionario y
homogéneo B = Bk sobre las lineas de emisién asociadas a la transicion n =2 —
n = 1. Suponga que el electrén no posee espin.

2. [A] Considere los subniveles 4f y 3d del dtomo de hidrégeno en presencia de un
campo magnético estacionario y homogéneo. Demuestre que en la transicion de una
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subcapa a otra tan sélo se observan tres lineas espectrales. Si el campo aplicado es
de 0.5 T, ;podremos resolverlas en un espectrémetro con resoluciéon 10~ 11m?

3. [A] Un haz bien colimado de dtomos de hidrégeno emerge de un horno en cuyo
interior los &tomos se encuentran en equilibrio a la temperatura 7. Esta es lo
suficientemente baja, de modo que todos se encuentran en el estado fundamental.
El haz entra en un iman de longitud ! que genera un campo B = Bk con gradiente
0, B ortogonal al haz. Cuando sale del imdn adn recorre una distancia horizontal
I’ hasta llegar a la placa fotografica. Demuestre que la distancia entre marcas en
la placa es

[ﬁ:i%@BW+QM)

4. [A] Se hace pasar un haz de dtomos de hidrégeno, provenientes de un horno que
trabaja a una temperatura 7' = 400K, por un gran iman de longitud X = 1m. El
gradiente caracteristico del iman es de 10 Tesla/m. Calcule la deflexién transversal
de un atomo del haz justo en el momento en que abandona el iman.

5. [A] Determine el gradiente de campo del imén de un STERN--GERLACH de unos
50cm de longitud, que es capaz de producir Imm de separacién entre las dos com-
ponentes de una haz de hidrégeno proveniente de un horno a 960°C.

1
6. [A] Verifique la relacién A = 5T A B en el caso de un campo B = (0,0, B).

7. [T*] Supongamos que una particula de carga ¢ y masa m se mueve en una Orbita
circular de radio r. Su desplazamiento sobre la érbita es equivalente a una corriente
eléctrica. Determine la relacion que existe entre el momento magnético asociado a
dicha corriente y el momento angular de la particula.

8. [T] Demuestre que los estados |lsjm) son autoestados de L? y S2.

9. [T*] Demuestre que la correccién a la energia causada por VT es, a primer orden
de teoria de perturbaciones:

AET = -

10. [T] Verifique para [ = 0 que la suma de las tres correciones AET + AE*~° + AEP
da lugar a la expresion dada en la teoria.

11. Estudie el efecto de los términos de estructura fina en la transicion n =2 — n = 1.

12, [T*] Justifique que el hamiltoniano asociado a una particula de masa m y carga g,
en interaccién con un campo electromagnético externo, viene dado por

g ()
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Figura 2.11.: Diagrama de niveles de 3d y 4f sin considerar el espin del electrén.

2.5.2. Algunas soluciones
Problema 2

Al aplicar el campo la situacién serd aproximadamente la que se muestra en la figura
2.11

Vemos en el diagrama cuales son las transiciones permitidas en virtud de las reglas
de seleccion. Como mucho, de uno de los estados de n = 4 puede haber 3 transiciones a
estados del nivel n = 3. En efecto, desde un estado puedo acceder

|43m) — [32m + Am)

con Am = 0,%+1. Como en presencia de un campo B los estados anteriores poseen
energias diferentes los fotones emitidos estan caracterizados por diferentes longitudes de
onda. Las energias de los fotones emitidos son

FE FE
AEp, Am = <42] + uBBm) — (32[ + upB (m + Am))

= E74E 1 — upBAm
Las energias de los fotones son una constante mas un término que depende de la diferencia
del niimero m entre el estado inicial y el final. Puesto que Am puede tomar a lo sumo,
3 valores, observaremos, a lo sumo, 3 fotones diferentes.
Como las energias dependen de Am vamos a etiquetar las longitudes de onda de los
fotones correspondientes como Aaq,.

he he

=T— =27
AEAm 7
—F; — ugBA
144 I—MUB m

)\Am

el término en Am en el denominador es muy pequefio asi que estd justificado hacer un
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[—>Y |:| I )

Figura 2.12.: Al eje a lo largo del cual se monta el experimento lo llamaremos y. El vertical es z y
hacia fuera del papel viene x.

X

desarrollo en serie:

Aap, — 27h 1 %@E <1 144MBBAm>
" U g meBm T E; o,
144" 7E;
144

Calculamos la diferencia entre las longitudes de onda de un fotén y otro en valor absoluto
(porque no sabemos cuél es mayor).

288w he (144upB

7T Ly TEr

144\ 2
™ C(?E;) UB

haciendo ntmeros

|)\1 - )\0| =0.824 > 0.14

por lo tanto la diferencia entre las longitudes de onda de uno y otro es claramente
detectable usando el espectrometro a nuestra disposicion.

Problema 3

Velocidad de salida de los atomos

V = 1yj

fuerza que actia sobre ellos
F, = _gsMBazBms

1
puede tomar dos valores, segin sea mg = ii' A esa fuerza pueden corresponder las

aceleraciones P ”
z z UB
= =—"__=4""0.B
4z M m;+me oM ¢

el desplazamiento respecto a la horizontal, a la salida del iméan, es

1 0,B
dy = —a,t’ = :t'uB z

2 AM

t2

http://alqua.org/libredoc/IFC2 61



http://alqua.org/libredoc/IFC2

2. Estructura fina del atomo de hidrogeno

dn/dv

Figura 2.13.: 42 [y, ]

el tiempo de vuelo dentro del imén es t = —

Uy
0.B I?
d:l: _ :|:’LLB 2D
AM  v?
0,B 1
fuera del iman el movimiento serd rectilineo, con v, = a,t = 'UBMZ —. La separacion
Uy
vertical del punto de salida del iméan, en el punto de impacto, serd
0,B Il
&, = v,t' = B2 0
+ N M vl

finalmente, Dy =dy +d', y D_=d_+d_ yD=D,—D_.
Lo que distingue este problema de uno de primer curso es que

1. Hay que saber la expresién para la fuerza cuantizada

2. Para estimar la v, hay que conocer la distribucién de velocidades de MB.

La velocidad mas probable (mp) dentro del horno es

[T
vy|mp - M

pup0.B 2 /
= T (l + 211 )
corresponda a la mancha maés intensa, aunque es verdad que estard rodeada de
manchas que se deben a la dispersién de velocidades de los dtomos en el horno.
Sabemos que en el experimento de verdad hay una extensién segun el eje = de la
mancha, debido al pequenio 9, B que es inevitable.

de ahi que

Problema 4
Utilizamos la expresién obtenida en el problema anterior
T
0,B = 10—
m

kKT = 3.452 x 10~ 2%eV
D = 0.84cm
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X

Figura 2.14.: La espira esta en el plano xy; el momento de la cantidad de movimiento y el momento
magnético son colineales con el vector k.

El exSG cabe en una mesa de escritorio, puesto que con una longitud de 1m la separacién
entre impactos es ya apreciable.

Problema 5

_ kB 2

D = —%T(‘)ZBZ
9.B — 2kT D
ppl?

~ 1463£

cm

Problema 7

Sea la situacién que se muestra en la figura 2.14.
El momento magnético asociado a la espira es

M = 2k
C

donde i es la intensidad de corriente y S es el area de la superficie encerrada por la espira

)
qQWT
S = mr?

7 =

de donde M = Lyuk. Por otro lado, r A mv = mrvk con lo que se llega al resultado

que se buscaba:
-9,
2mc
Este resultado es completamente general (es decir, vale en la Fisica Cuéntica). El
momento magnético de una particula sin espin es directamente proporcional al momento
de la cantidad de movimiento. En los casos simples en los que el momento lineal coincide
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con la cantidad de movimiento (ausencia de campo externo), el momento magnético es
proporcional al momento angular. Si

p =mv
entonces L=rAmv=rApyM = QLL. Pero si sumergimos la particula en un
mc

campo externo, entonces
p=mv+ KN
c

y en particular para un cem estacionario y razonablemente homogéneo

p:mv—gr/\B
2c

y entonces L =rAP =rAmv— 2214/\ (r A B). El momento de la cantidad de movimiento

c
(a no confundir con el momento lineal) es

r/\mv:L—FQEr/\(r/\B)
c

de donde se extrae la siguiente expresiéon para el momento magnético en presencia de un
cem externo (estacionario y homogéneo)

M = 9 r Amv
2me
_ 4 qa
 2me <L+20r/\(r/\B))
2
q q
= —L B
2me 4mc2r/\(r/\ )
q q2 2B
— L ‘B)r —
2me +4m02 ((r Jr—r )

el segundo término es muy pequeinio, pero no conviene perder de vista la diferencia entre
1y L y que M es proporcional a la primera de estas cantidades.

La energia de interaccion entre el campo externo y el momento M se escribe como la
integral curvilinea

2

B
W=—{ M®B)-dB=-1B.L-_9 ( -B2—2B2>
/0 (B) 2me 8mc? (r-B)"—r

Problema 9

Reexpresamos el potencial:

pr_ 1P 1/m)\? 1 (PPN
o8m3c2 2 \me) mec? \2m

El hamiltoniano no perturbado es

P2 P2 P2
Hy=T+V‘=—+4+V® - —=(Hy—-V°) - | —
2m 2m

>2 = (Hy—V°)*

2m
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entonces, y adoptando la notacién

1
nl 5 jm> = |£) para aligerar las expresiones:

AT = (VT

= () ks (emo - vore)

_ _1<m>2 L <§‘H3+(VC)2—H0VC—VCH0‘§>

2\ m./) me.c?

como (€ [HoV¢| &) = EY (£]V¢|€) se tiene

AEr = —% (g)Q mZCQ (|(ED)? + (vey? —2veEd¢)
- () e (e mmevia s (o)

que depende de dos elementos de matriz que calculamos a continuacién:

)
= Ze2/dr7‘2R72d (7“)%

722

" n2q
<§ ‘(VC)Q‘ §> = (262)2/d7” r?R?, (7“)7%2
(Ze)'

1
n3 <l+2> a3

1

T

Evee) = —ze <§

teniendo en cuenta que

Ze)?  (Ze)?
(Ze) _(h*;) — (Za)?m.® = 2E; = —2n°E"
ag

2
me

Z°Er (Za) myc?
n? 2n

y como EY = — reescribimos los productos escalares:

gvele) = 28,
4n (EQ)?

(eloerfe) = <l+1>
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y, por fin
2
1/m\? 1 2 2 4n(E0)
AET = 2| — E%" —4(E° n
() e | 0 a7+ 5
_|_7
2
_ 1/m\? 1 70 34 in 70
2 \me ) mec " ] 1 "
_i_f
2
_(mN 1 ((ZaPme [ dn |
2 \me/) mec? 2n2 I 1 "
_I_f
2
— (m)z(Za)2 3__n EY
- _ 1 0
Me n 4 -
+2

m
si consideramos — ~ 1 —5 x 1074Z~! ~ 1 podemos dejarlo en
Me

Za)?
n2

AET:—(

estamos listos para afrontar el problema 10.
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3. Particulas idénticas

3.1. Introduccidén

3.1.1. Planteamiento del problema

Particulas idénticas son aquéllas que tienen iguales todas sus propiedades y caracteris-
ticas fisicas tales como masa, carga, espin, etc (nuevas propiedades que ain no has
sido introducidas en este curso).

El problema esencial que se plantea al trabajar con particulas idénticas es determinar
si son distinguibles o no. Dicho de otra manera, si podemos asociarles etiquetas alfanu-
méricas. En el primer caso sera posible distinguir las coordenadas, momentos, espines de
estas particulas en cualquier funcién en la que intervengan. Podremos entonces trabajar
con una funcién de onda de argumentos bien etiquetados: ¢ (ry,ro,...), y el estudio de
sistemas constituidos por varias particulas idénticas, aunque mas farragoso, no conten-
dré aspectos esencialmente nuevos. Si, por el contrario, resulta que son indistinguibles
no podemos hablar sin més de la funcién ¢ (r1,re,...) y nos enfrentamos a un problema
verdaderamente nuevo al que tendremos que dar solucién.

3.1.2. Particulas clasicas

Consideremos brevemente el problema de particulas idénticas en mecdnica clésica.
En este paradigma, posicién y momento son simultaneamente determinables para todo
t con precision arbitraria y sin perturbar el sistema. Por lo tanto podemos trazar las
trayectorias que siguen las particulas sin ninguna ambigiiedad y, si éste es el caso, también
podemos asociarles etiquetas. Tomemos en consideracién la situacién ilustrada en la
figura3.1.

Dos particulas poseen momentos opuestos en el instante inicial ¢ = 0 y asintéticamente
alcanzan un estado en el que los momentos finales se han modificado, debido al proceso de
interaccion que han experimentado, pero siguen siendo opuestos debido a la conservacién
del momento total del sistema. Si en ¢t = 0 asociamos la etiqueta 1 a la particula de la
izquierda y 2 a la de la derecha, jpodremos saber quienes son 1 y 2 en el instante final?.
Como en la mecéanica clasica podemos medir sucesivamente la posicién de una particula
sin perturbar el estado del sistema también podremos trazar, a medida que el tiempo
avanza, la trayectoria de cada una de las dos particulas, y por tanto distinguir entre los
dos casos que se dan en la figura.

Existe, no obstante, una cierta ambigiiedad en la eleccion de las etiquetas. Si un ob-
servador llama 1 a una de las particulas, otro puede asociarle la etiqueta 2. Sin embargo,
esta ambigiiedad no afecta al valor de las magnitudes fisicas puesto que todas ellas son
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Figura 3.1.: Dos particulas convergen en el estado inicial y un tiempo después divergen (estado final).
iPodemos saber cémo ha evolucionado el sistema?. Hay dos casos posibles en lo que
concierne a la identificacién de las particulas, que se muestran en las figuras inferiores.

/ H

Figura 3.2.: Hasta ¢y podemos afiadir etiquetas, y en ty las pierden para inmediatamente después
recuperarlas.

simétricas bajo el intercambio de coordenadas. En efecto, para cualquier magnitud fisica
(@ dependiente de las coordenadas, momentos, etc. se verifica que

Q (rlv P1:;Tra, p2) = Q (I'Q, P2; rl)pl)

Obsérvese que el problema de la indistinguibilidad no se plantea nunca en la mecanica
clasica sean las particulas idénticas o no.

En realidad, existe un caso bastante académico que plantea un pequeno problema. Este
caso singular corresponde a dos particulas idénticas puntuales que coinciden exactamente
en el mismo punto del espacio en un instante %, instante en el que son indistinguibles.

Posteriormente, las dos trayectorias se distinguen perfectamente y podemos asociarles
nuevamente etiquetas. Por supuesto que aparece nuevamente la ambigiiedad sobre a
quién asociarle la etiqueta 1 (o 2), pero ello no tiene consecuencia alguna en el valor de
las distintas cantidades fisicas (energia, momento lineal total, etc.) del sistema, debido
a la simetria de las mismas bajo intercambio de etiquetas. De todas formas se trata de
un problema extraordinariamente académico. Sabemos, por ejemplo, que el potencial
efectivo de COULOMB en una dimensién tiene una forma tal que para cualquier £ > 0
existe un ro (parametro de impacto) que nos indica la distancia de méxima aproximacién
de las dos particulas. Es decir, éstas no pueden situarse a una distancia menor que g y
en consecuencia nunca se encontraran en el mismo punto del espacio.!

No obstante, en la practica o puede ser tan pequefio que nuestro instrumento de medida no sea capaz
de resolverlo y parecera que las dos particulas se superponen.
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A

Figura 3.3.: Se representan fdo 1; y 15 normalizadas y con probabilidad significativa sélo en una
pequefia regién (el solapamiento de las dos funciones de onda es cero).

g

. . L
E >\/

Figura 3.4.: Merced a la evolucién guiada por el potencial atractivo, los dos paquetes se aproximan
a la vez que ensanchan y finalmente se solapan.

3.1.3. Particulas cuanticas

Como vamos a ver inmediatamente, la situacion cambia radicalmente en mecanica
cuantica donde el estado del sistema no viene dado por las posiciones y velocidades de
las particulas, sino por su funcién de onda. Para simplificar la discusién consideremos
dos particulas idénticas, inicialmente muy alejadas la una de la otra y cada una de ellas
descrita por su paquete de ondas (figura 3.3).

En esta situacién existen dos regiones del espacio claramente separadas, esto es, sin
solapamiento, en cada una de las cuales existe probabilidad uno de encontrar una parti-
cula. Dado que las dos regiones de probabilidad no nula aparecen claramente separadas,
podemos distinguir las dos particulas. No podemos hablar de trayectorias, como en la
mecanica clasica, sino de regiones distinguibles y por lo tanto etiquetables.

Supongamos que las dos particulas forman un estado ligado bajo la accién de un cierto
potencial atractivo, es decir, que la energia total del sistema es E < 0. Debido al caracter
atractivo del potencial, los dos paquetes de ondas (particulas) se mueven hacia el centro
del mismo a la vez que se ensanchan, y finalmente las dos regiones de probabilidad
comienzan a solaparse.

El problema de la distinguibilidad se plantea cuando los dos paquetes de onda se
solapan apreciablemente. Podemos, en general, determinar la probabilidad de encontrar
una particula, pero no podemos saber cudl de las dos particulas hemos detectado, ya
que a esa amplitud de probabilidad contribuyen ambos paquetes de onda. Como son
idénticas, no hay criterios para diferenciar cudl de ellas se ha encontrado. Ademés, como
E < 0 las dos particulas forman un sistema ligado y quedan atrapadas en la zona
donde el potencial toma valores apreciables, que normalmente suele ser pequena. Asi el
solapamiento continua siendo alto de forma indefinida.

Otro ejemplo es el proceso de dispersién de dos particulas idénticas en mecanica cuan-
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& <

o o

Figura 3.5.: Dos particulas caracterizadas por sus paquetes de onda convergen hacia la regién de
interaccién. El paquete de onda saliente forma un frente de ondas que avanza hacia los
detectores.

tica. En el momento inicial ¢ = 0, las dos particulas vienen descritas igual que antes por
sus paquetes de onda, aunque en la préctica se trabaje con ondas planas. Argumentos
muy generales basados en la ecS permiten deducir que la funcién de onda lejos de la
zona de interaccién (donde se emplazan los detectores) es de la forma

expik-r

f)—,

r
0)?
r2
regién de probabilidad no nula forma un frente de onda (que en la figura hemos supuesto
que es esférico) al que contribuyen las dos particulas y al llegar a los detectores es
absolutamente imposible diferenciar entre ellas.

y por tanto la densidad de probabilidad se comporta como . En la practica la

3.2. Sistemas de dos particulas idénticas

En esta seccién estudiaremos como influyen las ideas anteriores en la funcién de onda
de un sistema formado por dos particulas idénticas. Denotaremos esta funciéon de forma
simplificada como

¥ (1,2)

donde 1 = {r;,S1,,...} v 2 = {r2,S2., -} son en sentido amplio las coordenadas de
cada particula. No existe ninguna restricién para que la funcién de onda anterior dependa
del tiempo; no hemos hecho explicita dicha dependencia para simplificar la notacién

Obsérvese que se presenta la siguiente contradiccién: por un lado indistinguibilidad no
permite asociar etiquetas a las coordenadas de las particulas, pero por otro son necesarias
para poder construir funciones multivariable. Existen diversos caminos para sortear este
problema que conducen al mismo resultado.

3.2.1. Afirmacion fuerte

Una forma de proceder consiste en afirmar que la permutacién de las coordenadas de
las dos particulas que forman el sistema no modifica el estado del mismo. Por lo tanto
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¥ (1,2) y ¢ (2,1) caracterizan exactamente el mismo estado del sistema. Por ello debe
cumplirse que

¥ (2,1) = e (1,2),

es decir, la diferencia entre ambas funciones de onda es, a lo sumo, una fase global.
Entonces

B(2,1) = € (1,2) = € (699 (2,1)) = (¢) ¥ (2,1),

O sea

()’ =1 - ¢ = +1

Esta forma de introducir en el formalismo de la FC la indistinguibilidad conduce a que el
intercambio de los argumentos de la funcién de onda produce, a lo sumo, un cambio de
signo. Segun estos argumentos, la funcion de onda del sistema solo puede ser simétrica
o antisimétrica. Se trata de una conclusién extraordinariamente fuerte y debemos pre-
guntarnos ahora si es compatible con la experiencia. La respuesta es afirmativa. Todos
los resultados experimentales conocidos hasta el presente son consistentes con el hecho
de que la fdo sea simétrica o antisimétrica bajo el intercambio de las coordenadas de dos
particulas. No menos importante es que la simetria de intercambio de la fdo (su simetria
o antisimetria bajo el intercambio de coordenadas) sdlo depende del espin que poseen las
particulas del sistema. En concreto tenemos que:

1. las funciones de onda de sistemas formados por fermiones, es decir particulas de
espin semientero, son siempre antisimétricas.

2. las funciones de onda de sistemas formados por bosones, es decir particulas de espin
entero, son siempre simétricas.

3. no existen funciones de onda con simetria mezclada.

3.2.2. Afirmacion débil

El argumento precedente, que conduce a la invariancia del estado bajo el intercam-
bio de las coordenadas de dos particulas idénticas, es en realidad falso. Lo tinico que
realmente podemos deducir es que dicho intercambio no puede dar lugar a diferencias
observables. De forma més precisa, debemos imponer que los posibles resultados de cual-
quier medida permanezcan inalterados bajo el intercambio de coordenadas.

Sea P19 el operador que al actuar sobre un estado intercambia todas las coordenadas
asociadas a las particulas etiquetadas 1y 2

P12¢(17 2) = w(2a 1)

Algunas propiedades de este operador son
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1. P}y =1-—Pjy=Py}

PR1(1,2) = P1a(P129(1,2)) = P1awp(2,1) = ¢(1,2)

Como este resultado es vélido cualquiera que sea 1 (1,2) concluimos que P2, = 1.

2. PIZO(l, 2)P13 = O(2,1), donde O es un operador cualquiera que depende (en ge-
neral) de las coordenadas de las dos particulas. La demostracién de esta propiedad
requiere estudiar los elementos de matriz de dicho operador entre estados |¢) y |1))
cualesquiera. Asi,

(61019) = [[ d1d2¢"(1,2)0(1,2)1(1,2)

donde H di=>" / dr; y

SZ’L

(P12¢|O] P1gh) = Hdldw 2,1)0 (1,2)¢(2,1):/d1d2¢*(1,2)0(2,1)¢(1,2).

Ahora bien

(P12 |O| P1ath) = <¢‘P120P12‘1/;> /d1d2¢*(1,2) <P{20(1,2)P12>¢(1,2),

y puesto que esto es cierto para fdo arbitrarias llegamos a la identidad superior
entre operadores.

3. PIQ = P1—21. Esta propiedad es una consecuencia directa de la anterior. En efecto,
si elegimos O(1,2) =1
PPy =1,

Asi, tenemos que el operador P19 verifica que

-1
Pl, =Py} = P

Como deciamos al principio los resultados de cualquier medida no deben verse al-
terados bajo un intercambio de coordenadas. Por tanto, cualquiera que sea [i¢) debe
cumplirse que

(|0 ¥) = <¢ (P OP12’ w> . 0(1,2) = PI,O(1,2)P1s = 0(2, 1),

es decir, el observable debe ser simétrico bajo el intercambio de las coordenadas de las
dos particulas. Esta es la primera gran consecuencia de la indistinguibilidad, que en la
practica no produce un gran efecto porque las magnitudes fisicas (cldsicas) poseen esta
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propiedad. Por otro lado la energia (el hamiltoniano) es un observable y debe cumplir
que

H(1,2) = H(2,1) = PI,H(1,2)P15 — [H,P13] = 0,

lo que automaticamente nos lleva a que los autoestados del hamiltoniano deben ser-
lo simultdneamente del operador de permutacién. Ahora bien, dado que P?, = 1, este
operador sélo posee autofunciones simétricas o antisimétricas correspondientes a los au-
tovalores A = £1. En efecto, sea ¢(1,2) una de sus autofunciones, es decir

P12¢(17 2) = /\@(1, 2)7

entonces

$(1,2) = P1¢(1,2) = AP126(1,2) = A2¢(1,2) — X = £1,

con lo cual

¢(27 1) = P12¢(17 2) = i¢(1v 2)‘

Segun los argumentos expuestos anteriormente las autofunciones de H también deben ser
simétricas o antisimétricas. Esto no plantea dificultad ya que si ¥(1,2) es autofuncién
de H con autovalor F

H(1,2)9(1,2) = Ep(1,2),

también se cumple que

H(2,1)9(2,1) = H(1,2)9(2,1) = Ep(2,1),
o en general

H(1,2) (ay(1,2) + b(2,1)) = E (arp(1,2) + bp(2,1)) .

Por lo tanto, cualquier combinacién lineal de 1 (1,2) y 1(2,1) es autofuncién con ener-
gia E. Indistinguibilidad impone que sélo dos de ellas son fisicamente aceptables: las

combinaciones simétrica y antisimétrica?.

v (1,2) = (¥(1,2) +¢(2,1))
v(L2) = (¥(1,2) = 9(2,1))

515 -

No podemos llevar mas lejos las consecuencias asociadas a la indistinguibilidad de las
particulas idénticas. En principio, nada impediria que en un mismo sistema formado
por particulas idénticas coexistiesen los dos tipos de solucién. Sin embargo, el enorme
conjunto de datos experimentales demuestra que esto no ocurre. Por ejemplo, el nivel

2Nétese que las fases internas de una fdo son esenciales. Cambiar o eliminar dichas fases significa cambiar
radicalmente la naturaleza de dicha fdo. Por el contrario las fases globales son irrelevantes y pueden ser
eliminadas de la fdo sin afectar a ningin proceso de medida.
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fundamental del 4tomo de helio (Z=2) no estd degenerado, es decir no existen dos fun-
ciones de onda, una simétrica y otra antisimétrica, con la misma energia. Si as{ ocurriese,
dicho nivel contendria dos subniveles con espin s = 0y s = 1, y sélo se observa un estado
de espin cero. Un sistema formado por particulas idénticas viene caracterizado por fdo
con una sola simetria de intercambio, y ésta viene determinada tnica y exclusivamente
por el espin de las particulas.

3.3. Caso general: postulado de simetrizacién

A continuacién postulamos las propiedades de la funcién de onda de un sistema cons-
tituido por N particulas idénticas (N > 2). Para 1 < ,j < N, tenemos que

01,2, 04 g N =0 (1,2, iy N,

si el sistema estd formado por bosones y

$(1,2,. 04,5 N) = =0 (1,2, iy N,

si estd formado por fermiones. En estas expresiones la negrita subraya las etiquetas
que se intercambian. Las dos relaciones anteriores constituyen el postulado de (an-
ti)simetrizacion de la funcion de onda. En el caso de los fermiones se llama también
principio (fuerte) de exclusién de PAULL Este postulado tiene validez general excepto en
unos pocos casos, entre los que destacaremos dos:

= cuando las particulas se encuentran muy alejadas y sus paquetes de onda no sola-
pan.

= cuando inicialmente las dos particulas tienen proyecciones de su espin opuestas y la
interaccion entre ellas no modifica este hecho, lo cual permite considerarlas como
distinguibles.

Podemos escribir el postulado de forma més compacta como

77[)(17277]\[) = (il)pr(ilai%i?n"'7iN)7

donde {i1,142,43,...,in} es una permutacién de la secuencia {1,2,3...,N} y N, es el
numero de transposiciones de dos indices necesarias para pasar de una secuencia a otra.

Ejemplo {1,2,3} — {3,1,2} se puede escribir como {1,2,3} — {3,2,1} — {3,1,2}, es decir,
como dos transposiciones sucesivas. Por tanto

( (la 273) = (il)Q ( (37 1, 2) =1 (37 L, 2) )

expresion que también se puede hallar aplicando de forma sucesiva las dos transposiciones
segun la regla particular para una transposicion escrita mas arriba.
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Una funcién de onda que no satisfaga los requisitos anteriores es errénea excepto
que nos encontremos en uno de los pocos casos en los que el postulado no se aplica.
Senalemos por dltimo, que aunque en mecdnica cuantica la (anti)simetrizacién de la
funcién de onda se ha introducido como un postulado, en teoria cudntica de campos
surge como un teorema conocido como teorema espin—estadistica.

Forma débil del principio de exclusién de Pauli Determinemos la probabilidad de que
dos fermiones se encuentren en la misma posicién r y con proyecciéon del espin S,. La
funcién de onda verifica que

@Z}(I'a SZ;I',SZ) = —T/J (I’, stra Sz) =0

y, en consecuencia, la probabilidad asociada a dicho suceso es cero. La afirmacién de
que es imposible encontrar dos fermiones idénticos en la misma posicién, con la misma
proyeccién del espin constituye la forma débil del principio de exclusién. Enunciaremos
este mismo principio de forma un poco mas general cuando a continuacién introduzcamos
fdos determinantales®.

La forma débil del principio de exclusién introduce una pregunta bastante interesante.
De acuerdo con lo que hemos estudiado hasta ahora no hay ninguna restricciéon para que
dos bosones con la misma proyeccion del espin (y quiza otros nimeros cuanticos iguales)
se sitden en el mismo punto del espacio r. ;Se trata de una situacién realista o es un
artefacto de la teoria??.

3.4. Zoologia de particulas

3.4.1. Particulas fundamentales

Llamamos asi a aquellas particulas que son puntuales y por tanto no tienen estructura
interna, esto es que no estan compuestas de otras (al menos con el grado de conocimiento
actual). Distinguimos entre aquellas particulas que son los constituyentes bésicos de toda
la materia conocida y las particulas portadoras, que transmiten las diversas interacciones.
Las primeras son siempre fermiones con espin s = 1/2. En la tabla 3.1 sélo hemos incluido
la mitad ya que faltan las antiparticulas correspondientes. Cada antiparticula posee todas
sus caracteristicas fisicas iguales a las de su particula excepto la carga eléctrica, que tiene
signo opuesto. Tampoco aparece su clasificacién en tres familias, ni se detallan todos los
nimeros cuanticos que son necesarios para su perfecto etiquetado.

Las particulas portadoras conocidas son todas bosones de espin s = 1. El graviton, que

3En fisica atémica, molecular o nuclear las fdos vienen dadas de forma aproximada por determinantes en
muchos casos.

4De todas formas no existe capacidad experimental (técnica) para distinguir esta situacién de otra en
la que las dos particulas se encuentran infinitesimalmente cerca. Un experimento no determina nunca
[4(r)[? , sino | (r)|°Ar, es decir el valor medio de la densidad de probabilidad en una regién muy
pequena, pero finita.
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Directorio de particulas fundamentales

Fermiones Quarks (s=1/2) |u, d, s, ¢ b, t

Leptones (s=1/2) | €7\, B Wy T Viau

s=1 v(ED), Z°(ED), W*(ED), g(F)
Bosones

s=2 G(GR)

Cuadro 3.1.: Particulas elementales conocidas (exceptuando el gravitén). Todos los fermiones tienen
su antiparticula correspondiente. Algunas particulas se conocen simplemente como una
letra: quarks u 'y d, bosones Z° y W#. Otras tienen nombre propio: ;1 = muén, 7 =
taudn, v, = neutrino electrénico,. ..y = fotdn, g = gludn, G = gravitén. En el caso de
las particulas portadoras hemos afiadido entre paréntesis la interaccidén con la que estan
relacionadas. EM = int. electromagnética , ED = int. electrodébil, F = int. fuerte,
GR = int. gravitatoria.

atin no ha sido detectado®, posee sin duda alguna espin s = 2. Algunas de estas particulas,
como el fotén, no poseen masa, otras como los gluones son capaces de interaccionar
consigo mismas, etc.

3.4.2. Particulas compuestas

Las particulas compuestas se comportan como fermiones o como bosones, segin sea
su espin, en procesos en los que su estructura interna es irrelevante. Por ejemplo, un
sistema formado por dos positronios (d&tomo exdtico y de vida extraordinariamente breve
formado por un electrén y un positrén y cuyo espin es s = 0) puede funcionar como dos
particulas fundamentales que se comportan como bosones si las particulas individuales
de un positronio no “ven” a las de otro. Otro ejemplo es el de los &tomos de He. A energias
tipicas de 1eV la interaccién entre dos atomos de He es tal que pueden ser tratadas como
particulas elementales de espin cero, y por lo tanto, como bosones. A energias del orden
del MeV dos protones (s = %) pueden considerarse como dos fermiones, aunque sepamos
que estan compuestos de quarks. El que la estructura interna de un sistema o particula se
haga evidente o no depende sobre todo de las energias a las que trabajamos. Una forma
muy burda de estimar si la estructura de una particula es relevante consiste en calcular
su longitud de onda de DE BROGLIE. Asi a una energia del orden de 1eV tenemos que
la longitud de onda asociada al atomo de He es aproximadamente A ~ 0.3A. Esta es
del tamano del propio d4tomo y no puede resolver la estructura de otro dtomo de Helio,
compuesto por dos electrones puntuales y un niicleo cuyo tamaiio es del orden de 107> A.

5A diferencia de lo que ocurre con las ondas electromagnéticas que son faciles de detectar y de generar,
hasta ahora no ha sido posible detectar ondas gravitacionales. De la misma manera que las ecuaciones
del electromagnétismo predecian la existencia de ondas electromagnéticas ya antes de ser observadas, la
relatividad general predice la existencia de este tipo de ondas y la particula asociada a este campo debe
poseer espin dos.
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Ejemplos
= Fermiones: el protén, el niicleo 3Hey, etc.

0

= Bosones: piones 70, 7%, el niicleo *He, ( particula «), el dtomo de He, etc.

3.5. Antisimetrizacion de funciones de onda producto

3.5.1. Sistemas de dos particulas

A lo largo de toda esta seccion trabajaremos con un sistema de fermiones idénticos.
El caso de bosones se trataria de forma totalmente andloga. Consideremos un tipo de
hamiltoniano muy simple, pero que se presenta (aunque sea de forma aproximada) fre-
cuentemente en la Naturaleza:

H=h(1)+h(2)

donde h (i) s6lo depende de los grados de libertad de la i-esima particula (coordenadas
espaciales, momentos, espines...). Es decir

2
h(i):%+V(ri,si,...).

Normalmente, los hamiltonianos de la forma H = > h(i), y en general las magnitudes
de la forma O = > o(i) , se dice que son a un cuerpo. Esta nomenclatura se extiende
también a los operadores correspondientes

Sean ¢, y e, las autofunciones y autoenergias de h (i), respectivamente:

h (’L) o (Z) = €4Qq (Z) )
con
[disi@en = o,
D (i) dali) = b,
donde ¢, (i) = ¢4 (ri, Szi) ¥ / di = Z / dr;. Demostremos que los autoestados del

S,
hamiltoniano H son de la forma

Dy (17 2) = ¢a (1) ®b (2) :

En efecto,

Hoa (1) @5 (2) = (b (1) + h(2)) ¢a (1) d5 (2) = ... = (ea + ) da (1) P (2),

es decir, ®, es autoestado de H con energia E,, = e, + €,
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H®,, (1, 2) = (ea + eb) D (1, 2) =FE,;, P (1, 2) .

Ahora bien, dado que

$a (1) 95 (2) # —da (2) 3 (1),

estas autofunciones no satisfacen el postulado de antisimetrizacién. La forma de resolver
este inconveniente consiste en construir combinaciones lineales adecuadas. Por ejemplo

1
V2

La nueva funcién de onda cumple varias propiedades importantes:

By (1,2) — 3 (1,2) = —= (¢a (1) 65 (2) — da (2) 6 (1)) .

1. El postulado de antisimetrizacion:

1
V2

A)

o1,2) = S

NG (60 (2) d (1) — da (1) 65 (2) = 07 (2,1

(¢a (1) ¢ (2) — ¢a (2) ¢ (1)) =

2. Si las funciones ¢ de una particula estdn convenientemente normalizadas

{[ a1a2 ’@f;}) ’2 = 1,

A * (A
([ d1az (@fw) 1, 2)) oW (1,2) = GucBhs — GadOhe.
3. Es autofuncién del hamiltoniano del sistema completo

HolY = B0l

4. Podemos reescribir estas funciones usando una notacién determinantal

ab

V2| (1) ¢ (2)

notacion que fue introducida por el fisico estadounidense J.C. SLATER, razén por
la cual estas funciones reciban el nombre de determinantes de SLATER.

3.5.2. Sistemas de N particulas

El hamiltoniano del sistema viene dado por

H=h(1)+h@2)+...+h(N)=Y h()
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y al igual que antes es trivial demostrar que las autofunciones del operador asociado H
son

N
Da1,a2,an (1,2, N) = Gay (1) Gay (2) -+ Gayy (V) = [ a: (),
=1

ya que
N N

H[[ @0 ()= (.. +0(G) + ) [ [0 () = - + b0y (1)00(2) - 1), (5) - - - Py (N)
i=1 i=1

N N N
=...te€q H‘Zsaz () +...= (Ze‘h) H¢m @),
i=1 i=1 i=1

v si utilizamos la siguiente notacion mas compacta

(I){ai} (1’2"'aN) = H%lgbai (Z)v
E{ai} Zi:l €a;s

podemos escribir
H(I){ai} (1, 2... ,N) = E{ai}q){ai} (1, 2,... ,N) .

Al igual que en el caso de dos particulas, las funciones producto @y, (1,2...,N) no
satisfacen el postulado de antisimetrizacion, y obtenemos una versién antisimetrizada
introduciendo el determinante

b (1) s Gur (V) |
@ggj}:A{Qsal(l)éﬁaN(N)}:\/% :\/;T' ¢az(]) e
¢an (1) $an (N) :

donde el factor ﬁ estd asociado a la normalizacién de una funcién determinantal N x NV,

que tiene N! términos.

Ejemplo Construya el determinante de SLATER de 3 fermiones en estados de una particula
etiquetados por a, b, ¢

<I>flbc>(1,2,3)=7 oo (1) 6 (2) ¢ (3)
Ol 6c(1) 6c(2) ¢ (3)

Obsérvese que transponer la matriz no altera el determinante (a tener en cuenta cuando se
consulte la bibliograffa). Para hacerse una idéa més clara de lo farragoso que es trabajar
con estas funciones, supongamos ahora que deseamos calcular

(33 ¥ —le)

abe 2
1—icy—s [t — 1]
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Este elemento de matriz es una combinacién lineal de 3 % 6 * 6 términos. El llamado for-
malismo de sequnda cuantizacion permite trabajar de forma mucho mas comoda con fdo
(anti)simetrizadas de N particulas.

El principio de exclusién de Pauli, en su forma débil, puede enunciarse de manera
mas general. Supongamos que dos de los fermiones estuvieran en el mismo estado a,
filas idénticas. Por tanto, la probabilidad asociada a este suceso es cero. Asi, Podemos
decir que la probabilidad de encontrar dos fermiones con los mismos numeros cudnticos
iguales es cero. Este resultado tiene validez universal aunque haya sido obtenido para
fdos determinantales. La razén béasica para ello es que cualquier fdo puede escribirse
como una combinacion lineal de determinantes de SLATER.

Conviene comentar que el concepto de indistinguibilidad de particulas idénticas se
introdujo en mecénica cuantica de una manera radicalmente diferente a la que nosotros
hemos seguido en este curso. Estudiando los espectros de atomos multielectronicos, PAULI
se dié cuenta que debia existir algin tipo de restriccion sobre los estados accesibles por los
electrones si no se queria predecir un nimero excesivo de estados que no se observaban
en la experiencia. Asi naci6 el llamado principio de exclusiéon de PAULI (en su forma
débil) que desarrollado de forma més profunda conduce al concepto inicial.

3.5.3. Sistemas de dos particulas con buen espin total

Cuando construimos un determinante de SLATER tratamos simultdneamente los grados
de libertad orbitales y de espin por lo que es muy probable que ni la parte orbital ni
la de espin poseean una simetria de intercambio bien definida. Ahora bien, podriamos
estar interesados en construir estados completamente antisimétricos cuya parte orbital
sea simétrica y cuya parte de espin sea antisimétrica (o viceversa). No se trata de un
antojo sino que las funciones con buen momento angular orbital y buen espin total son
de este tipo.

Consideremos un sistema formado por dos electrones, o en general, por dos fermiones
idénticos de espin s = 1/2. En este caso las autofunciones de h(i) se pueden escribir
como

ba (71) = ®a (rl) X%?gia o = (a, mS)v

@ _ (0
Xop = (1)
o _ (1

es decir, cada autofuncién es producto de una parte orbital y otra de espin. La parte
obital serd en general de la forma

donde
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Pa (rz) = Rnala (T'L) Y’rfﬁ?’a (Ql) )

y recordemos que las funciones de espin satisfacen

S, = s (o4 D, = S,
Saxth, = hmaxl) =5,

Es posible contruir funciones de onda de dos particulas totalmente antisimétricas que
sean simétricas bajo el intercambio de las coordenadas espaciales y antisimétricas bajo
el intercabio de las de espin, o viceversa. Fijémonos primero en la parte de espin. Em-
pezaremos construyendo funciones de espin simétricas convenientemente normalizadas

(1), (2)

=
=

)

| /’_‘\E‘ ol
Nl
=
=
N
—
Do

>
N|—=~—"
>

—
)
N[ =~ n|—=

y la Unica funcién antisimétrica posible es

1
—A _ (1), (2) 1 (2
\/§ (Xé X % Xﬁ%X% >

Intentemos determinar la forma de las funciones de espin de dos particulas que son
autofunciones de S% = (S; + 82)2 y S, =S, + 5., Como s; = 1/2 el nimero cuédntico
de espin total es s € {0,1} y por supuesto las terceras componentes cumplen que mg =
m1 + mg. Tal y como hemos repetido varias veces a lo largo de este curso las fuciones

asociadas al momento (de espin) suma se construyen mediante los coeficientes de CG.
Asi,

_ 1 1
= D <2m12m2'8m5>’&3 >

mi,ma2

de manera que para las cuatro combinaciones posibles de valores de s y mg resulta

X1 X1 mg =1
2 2
Jp— 1 2 1 2
S I TR R
X(_l)lx(_2)l mg = —1
2 T2

W )
2 2 2 2

De acuerdo con estas expresiones las tres fdo Efnzsl son completamente simétricas bajo el

intercambio de las dos particulas. Por el contrario la tinica funcién con s = 0 coincide con
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la fdo completamente antisimétrica. Muchas veces se utiliza la nomenclatura de triplete
de espin para referirse a los tres estados s = 1,ms € {—1,0,1} y de singlete de espin
para referirse al estado con s = 0.

Ahora debemos combinarlas con una parte orbital adecuada de manera que la fdo glo-
bal satisfaga el ppo de exclusién. Con este fin, las fdos con espin s = 1 deben combinarse
con una fdo orbital antisimétrica y la fdo con espin s=0 con una fdo orbital que sea
simétrica. Es decir

s :{ A{ga (r1) @ (r2)} Ep,, s =1,
ab, ms 3{% (r1)90b (r2) 58, 5=0,

donde
1
A=—(1-"P),
12
= —(1+4+P12),
ﬁ< 12)
y por tanto

—_

Afpa(r1) o (r2)} = 5 (#a (r1) ¢ (r2) = @a (r2) 96 (r1)) ,
S{pa(r)@p (r2)} = J5 (¢a (r1) s (r2) + @a (r2) gu (r1))

Es facil verificar que estas funciones de onda son autoestados de hamiltonianos a un
cuerpo que no dependan del espin

H:h(r1)+h(r2),

donde utilizamos la notacién h (r1), en lugar de h(1), para recalcar que no depende del
espin. Si se verifica que

h(r)pa(r) = eapa(r),

entonces, teniendo en cuenta que el hamiltoniano es simétrico y conmuta con P1o

1+ Py
V2

y como ya hemos demostrado que

ab, ms

_ 1+P _
103, = 1 20 00 00) g () b = {15 202 (1) g 02) 22

V2

Hepg (r1) b (r2) = (h(r1) + h(r2)) @a (r1) @b (r2) = (ea + €p)pa (r1) 01 (r2)

deducimos trivialmente que

Ho; = (ea + ) Pop, .-

ab, ms
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De esta forma hemos construido autofunciones de H = h(r;) + h(rz), que satisfacen
el postulado de antisimetrizacién y que poseen buen espin total. Ademaés, es facil darse
cuenta que también son autofunciones de hamiltonianos de la forma

H = (h(r1) +h(rz)) (6157 + 0285 + ©S; - So),

donde 6y(3) y © son constantes arbitrarias.

También pueden construirse funciones con momento angular orbital total y con mo-
mento angular total bien definidos, pero como este proceso es més complicado lo deja-
remos para el curso de Fisica Atémica y Molecular.

3.6. Repulsion efectiva

En sistemas formados por varias particulas la simetria de intercambio de la funcién de
onda puede dar lugar a una suerte de repulsion efectiva entre las particulas, aunque entre
ellas no exista interaccion alguna. Este fendmeno tiene implicaciones fisicas importantes
como es el caso de la formacién de los nucleos atémicos.

Para entender mejor como actia dicha repulsion, estudiemos el caso de dos particulas
idénticas que no interaccionan entre si y que se encuentran dentro de una caja unidi-
mensional. El espin de dichas particulas puede ser cualquiera, y por tanto tratarse tanto
de fermiones como de bosones. El hamiltoniano del sistema es de la forma

H = h(1) + h(2),

donde cada sumando consta de un término de energia cinética méas un potencial del tipo
pozo cuadrado infinito, que representa las paredes impenetrables de la caja, es decir:

p?
hi) = 25+ V ().

y tal que

V(a:):{ 0 si |z <

oo si x| >

[NJISY SIS

La resolucién detallada de la ecS de una particula conduce a las siguientes energias y
autofunciones

donde
h2 2
en:—<@> :eonQ,nEN
2m \ a
y
0 2] > 4,
¢7’L(x) *Sin |:n7_[_ <'I_’_>:|’ ’.’1}'|<%7 ) nGN
a a 2
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Dado que no existe interaccién entre las dos particulas, la resolucién de la ecS corres-
pondiente al sistema completo es trivial una vez que tenemos resuelto el problema de
una particula. En efecto, sabemos que

Ho (xl, .732) = Enmq)nm (xla .%’2) )

donde las energias son simplemente

Enm = e (n2 + m2) )
y las autofunciones del sistema factorizan en una parte espacial y otra de espin

s ]
(I)nm (.1‘1, xg) = @nm (xl, .1‘2) =,
En realidad, tenemos que considerar soluciones para la parte espacial con diferente si-
metria de intercambio

Om (21,22) = A{dy (21) b (22)}
@7(5% (xla 552) = S {¢n (xl) dm ($2)}

y combinarlas adecuadamente de forma que la fdo global sea simétrica o antisimétrica
segin que las particulas constituyentes sean bosones o fermiones respectivamente. Dado
que G)%n)b (z1,x2) es antisimétrica debe combinarse con una parte de espin simétrica en el
caso de que las particulas sean fermiones y con una parte de espin antisimétrica si se trata
de bosones. Las funciones @7({?,2 (21, x2) son simétricas y por tanto deben combinarse con
funciones de espin simétricas o antisimétricas, segtiin que las particulas sean fermiones o
bosones. Escribamos de forma explicita las energias y las autofunciones correspondiente

a los primeros niveles de energia. La energia méas baja posible en el sistema es

Onm (-7517 1‘2) =

E11 = 2ey,

cuya fdo tiene una parte orbital de la forma

@ﬁ) (1,22) = @1 (21) D1 (22) -

Resulta imposible construir en este caso una fdo cuya parte orbital sea antisimétrica. Por
lo tanto, si se tratase de un sistema formado por dos fermiones su parte de espin deberia
ser antisimétrica. Si por el contrario fuesen dos bosones tendriamos necesariamente una
parte de espin simétrica. El siguiente nivel de energia es

Elg = 560,

y dependiendo del espin (de la simetria de intercambio de =°) podemos tener partes

espaciales
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(61 (71) P2 (22) — ¢1 (72) P2 (1)),

@gé)(xl’xQ) = \}Q
@g)(xl’@) = L(¢1(951)@?)2(952)+¢1($2)¢2($1))'

>

Substituyendo ¢ y ¢ por sus expresiones resulta que dentro de la caja (|z| < §)

S 2 T T2
@gl) = — COS — COS ——,
a a a
y
(S) V2 TX] . TX9 TXy . TX1
0y, = —— (cos —sin —= 4+ cos — sin —
a a a a a
(A) \/§ TX] . TX9 Ty . TX]
©)," = —— (cos — sin —= — cos — sin —
a a a a a

Si representamos las densidades de probabilidad

@ (21, 22)]?,

asociadas a estas funciones aparece claramente la mrepulsiénm que experimentan las par-
ticulas del sistema cuando éste viene caracterizado por funciones orbitales antisimétricas.
Como puede observarse en las figuras 3.6-3.8, en el caso de las soluciones simétricas, @g)
y @g) el maximo o maximos se encuentran siempre sobre la recta z1 = 3, lo que indica
que las dos particulas tienden a situarse juntas. Por el contrario, para la solucién de tipo
antisimétrico @gg) los maximos estan sobre la recta x1 = —x9, lo que demuestra que las
dos particulas tienden a alejarse dentro de los limites impuestos por las paredes de la

caja.

3.7. Problemas

3.7.1. Enunciados

1. [A] Escriba en forma de determinante de SLATER las funciones de onda correspon-
dientes a la configuracién (2p)?

a) conmy=2yms=0 (m;=my +mp)
b) conmy=1ymg=1(ms=ms + ms2)
2. [A] Escriba en forma de determinante de SLATER o como combinacién lineal de

determinantes de SLATER la funcién de onda asociada a (1s, nlm)® X (I) con m, =
0. Por ejemplo (1s,2pm)® P.
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Figura 3.6.: Densidad de probabilidad asociada a <I>( )para a = 1. La particula se mueve libremente
desde x = f% ax = % La densidad de probabilidad alcanza su maximo cuando las
dos particulas se encuentran juntas en el origen de coordenadas. La probabilidad de
que las dos particulas estén separadas una distancia relativamente grande se hace cero
rapidamente.

3. [A] Considere la siguiente configuracién del atomo de Litio.
3s3p3d

(hiperexcitado: de hecho, estd en el continuo). Construya fdo completamente anti-

simétricas que correspondan a m; =1y mg = %

4. [A] Dos electrones se encuentran en el mismo estado de espin (esto implica que la
fdo de espin del sistema es simétrica y, por tanto, que la fdo orbital es completa-
mente antisimétrica). Si cada electrén estd representado por un paquete gausiano
de la forma

1/2 2 2
_ 7 p2(z—a)
o = () exp ezt
e = (&
es decir, uno centrado en z = a y otro en x = —a.

a) Construya una fdo orbital convenientemente normalizada .

b) Sip = 2A"lestime el valor de a para el que los efectos del principio de PAULI
son despreciables.

5. [A] Consideremos un sistema formado por dos particulas idénticas, cada una de las
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Figura 3.7.: Densidad de probabilidad correspondiente a <1>§§> para a = 1. La particula se mueve
libremente desde z = —% ax = % La densidad de probabilidad tiene dos méaximos
situados sobre y = =z, situacién que corresponde a que las particulas se localicen juntas
en dos puntos simétricos con respecto al centro de la caja.

cuales viene caracterizada por una fdo

_exp (ima)

Cbm(a) - \/ﬁ

Podemos tener tres posibilidades para la fdo del sistema, a saber: i) producto no

simetrizado de las ¢, @5221, ii) fdo completamente antisimétrica <1>$;nl ) y iii) fdo

, a €1[0,2n], m € Z.

completamente simétrica @%ZL Se pide que

a) Escriba estas fdo convenientemente normalizadas

b) Calcule las densidades de probabilidad asociadas a estas fdo. § En qué caso
es mayor la prb. de encontrar al sistema en la configuracion a; = as?.

¢) Evalte en los tres casos la separacién media dada por ((a — a2)?).

6. [A] Dos electrones se encuentran en el mismo estado de espin y dentro de una caja
unidimensional de paredes reflectantes perfectas, situadas en x = j:%.Obtenga la
energia del estado fundamental y escriba la fdo del mismo. Si en vez de electrones
tuviesemos piones jcual seria la energia del estado fundamental?.

3.7.2. Algunas soluciones

1.
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Figura 3.8.: Densidad de probabilidad asociada a @5‘;‘) (fermiones) para a = 1. La particula se mueve

libremente desde x = f% ar= % Los dos maximos de la densidad de probabilidad estan
sobre la recta y = —x, lo que implica que las dos particulas se encuentran separadas y

localizadas en puntos simétricos con respecto al centro.

a) Los dos my; = 1 (de cada particula) por ser el m; total 2. Para el mg, tenemos
Mgl = % Yy Mgy = —% o bien my; = —% Y Mgy = % La pregunta es cuantas
fdo distintas podemos construir con estas posibilidades.

.
~

¢1 = po11 (ri) X

2 = a1 (1) X

_ 1 ) ¢1(2)
P2 = 5| 90 D0

1 80211(1'1)X(;1) <P211( 2) (;)

- V2 @211(TI)X_1)% P211 (21

Demostrar que esto tiene buen espin. Para ello debemos recordar como son
las funciones de onda de dos particulas con buen espin. Vamos a desarrollar
el determinante

—

REEPEN
2 2 2

1
Prry=2.m =0 = P211 (r1) Y211 (r2) 7 (X

1
2

Entre paréntesis estd la fdo de espin cero, luego la respuesta es que si. La
forma més elegante de hacer esto es aplicar S? y S, sobre la funcién de onda
® vy comprobar que el espin estd bien definido.
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b) con m; =1y mg = 1. mg = % y Mgo = % mientras que para m; hay
opcionesl, 0 y 0, 1. El determinante es

Voo211)2 |4

1
<I>m =1,ms=1 — 2 1 2
l 1 210)

211)" |
1210)" |

)’ 13)
)’ 13)

Desarrollando el determinante

Byt = f’ > > (\211) |210>2—y211>21210>1)

- ﬁ 1, 1)+2 (\211>1 1210)2 — [211)> |210>1)

lo que demuestra que (contrariamente a lo habitual) este determinante tiene
buen espin también.
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4. Sistemas con pocos electrones

4.1. Introduccidn

Los electrones son una de las piezas béasicas que constituyen casi toda la materia
conocida. Son parte fundamental de atomos, moléculas y sélidos. También forman parte
de sistemas poco habituales en la naturaleza que nos rodea como son los plasmas, o
los atin més exdticos dtomos y moléculas compuestos parcialmente por antiparticulas.
Existen ademas estructuras totalmente artificiales como son los agregados metalicos y
< <quantum dots> >.

Si los atomos pueden considerarse como agregados de uno o més electrones y un
ntcleo, las moléculas por su parte son agregados de varios ntcleos y electrones. Resulta
imposible dar una definicién de las moléculas o de los &tomos mas exdticos porque existen
de muchos tipos. Quiza baste con dar como ejemplo el del positronio constituido por un
electrén y un positrén o el de la molécula Ps™, formada por dos electrones y un positrén.
Lo que diferencia a estos sistemas de los otros que hemos enumerado es que pueden estar
formados por un numero relativamente pequeno de particulas. Los agregados y quantum
dots contienen normalmente varios miles de electrones mientras que plasmas y sdlidos
son sistemas macroscépicos con un nimero de particulas del orden de N4, el nimero de
AVOGADRO.

La mfisicam de cada uno de estos sistemas es bastante diferente a la de los demas, es decir
la forma de sus espectros, las escalas de energia involucradas, la forma de interaccionar
con sondas externas, etc. son muy diferentes en cada caso. Precisamente por esto cada
uno de ellos merece (o mereceria) un tratamiento separado. Sin embargo, los métodos
tedricos que se utilizan para estudiar atomos y moléculas muy ligeros son similares.
Asi, en un curso orientado no solo a la fenomenologia, sino a la forma en que se aplica
el formalismo de la mecanica cuantica parece razonable que puedan encontrarse en un
mismo capitulo.

Actualmente existen métodos (numéricos) para atacar frontalmente estos sistemas
ligéros y que permiten obtener soluciones muy precisas. De todas formas utilizaremos
otros métodos, menos sofisticados pero mas intuitivos, que son mas adecuados para
nosotros. Estos se basan en la teorfa de perturbaciones y en el método variacional

4.2. Atomo de Helio

4.2.1. Hamiltoniano no relativista para el He

Un atomo complejo o multielectrénico es un sistema formado por un cierto nimero
Z > 1 de electrones y un ntcleo con carga positiva Ze que interaccionan entre si. Para
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simplificar el problema hasta un nivel (casi) aceptable para este curso, supondremos que
la interaccién entre las particulas es puramente electrostatica, que el nicleo es puntual
y sin espin, y despreciaremos las correcciones relativistas. Ademads, como el nicleo es
extraordinariamente pesado comparado con los electrones, admitiremos que su posicién
se confunde con la del centro de masas del sistema'. Esta aproximacién es consistente
con la adoptada previamente ya que sus efectos son como mucho comparables a las
correcciones de estructura fina.

El He es el atomo multielectrénico més sencillo. Consta de un ntcleo, formado por dos
protones y dos neutrones (particula «) y de dos electrones. En el sistema de coordenadas
asociado al ntcleo los dos electrones se mueven regidos por el siguiente hamiltoniano
p? n p3 A e?

H == )
2Mme 2me 1 T2 |I'1 - 1'2\

donde r; y p; representan la posicion y momento lineal del i-esimo electron con respecto
al sr del nucleo, r; es el médulo de r; y m, la masa del electrén. La carga del nticleo
es evidentemente Z = 2, pero por razones que se haran evidentes al explicar la idea
de apantallamiento es preferible escribirla de forma genérica como Z. De forma mas
esquematica tenemos

H=h1)+h(2)+V(12),

con

2 2

) P; Ze

h I
Q 2Me , Ti ’

e
V(12) = _
(12) F—

La ecS asociada a cada operador h(i) ya ha sido estudiada y resuelta en FCI

h(i) ¢a (i) = eata (i),
B (Za)? mec?
E T
6a(i) = Pnatama (1) X5,

donde n, € N¥, las fdo orbitales son @, (r) = Ry (1) Y (Q) vy ng)z es la fdo de
espin de una particula. Estas fdo satisfacen las relaciones de ortormalizacién habituales.
Ademsds, de acuerdo con la aproximacion comentada méas arriba, tomaremos m. = m

con lo cual 9 9 2 o
(Za)2me0 _ (ZO‘)Q M 72E; = 13.62%V,

y por tanto ¢, = ————

'Es preciso sealar que, en el caso de dtomos complejos, un tratamiento como el que utilizamos en el
atomo de hidrégeno, separando la coordenada del centro de masas, es mas sofisticado y sélo practicable
para dtomos ligeros (Z pequetio).
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Estas funciones y energias son los pilares béasicos a partir de los cuales iremos obte-
niendo autofunciones y autoenergias cada vez mas exactas para el atomo de He.

4.2.2. Aproximacion de particula independiente

Admitiremos en primera aproximacion que los electrones no se mvenm entre si, es decir,
tomamos V' (1,2) = 0. De esta manera encontramos inmediatamente soluciones aproxi-
madas que posteriormente refinaremos mediante teoria de perturbaciones o el método
variacional. En esta aproximacién

H=h(1)+h(2),

es decir, se trata de un hamiltoniano a un cuerpo y como los electrones son fermiones,
las autofunciones del mismo seran funciones completamente antisimétricas construidas
a partir de las fdos de una particula introducidas previamentes. Por su parte las autoe-
nergias seran sumas de las energias e, de una particula.

N 1 1 A A
Ho' Y = — <n2 + n?> Z2E0}) = B, @)
a b

Dado que hemos despreciado el espin del nticleo, el espin total del atomo coincide
con la suma del espin de los electrones S = S; + Sy. Ademas, el espin total es un buen
numero cuantico ya que el hamiltoniano propuesto conmuta con el mismo. Por lo tanto
sus autofunciones vendran etiquetadas por s, y como s; = 1/2 sélo podemos tener niveles
con espin s =0 y s = 1. Las fdos correspondientes son

_ 1
=ms=0 _ _+ [ (1) (2) _ 1) (2
—s=0 \/§ (X% X_% X_%X% ) )
que es completamente antisimétrica, y
1) (2
A me =1
2 2
—s=1 __ 1 (@) (2 1 (2 _
Sms NG} X% X_%+X_%X% ) ms =0
(2
X(_)AX(_)l ms = —1
2 2

que son simétricas bajo el intercambio de etiquetas.

Las fdos de espin deben combinarse con una parte espacial que tenga simetria de
intercambio adecuado, de manera que la fdo global sea totalmente antisimétrica. El
momento angular orbital total también coincide con el de los dos electrones L = Li; 4+ Lo,
y como antes, el hamiltoniano conmuta con este operador. Asi, la parte orbital de la fdo
vendrd etiquetada por los niimeros cuanticos correspondientes [ y m;, que pueden tomar
los siguientes valores: | € {|lg — l|...lo + I} y my = my, + my,. Las fdos orbitales son
de la forma
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@lnalanblb;ml (1‘1, 1‘2) =U Z <lamlalbmlb |lml> Pralamy, (rl)SOnblbmlb (I‘s)

mlavmlb
donde U es el operador de simetrizaciéon o antisimetrizacién, segtin convenga

1+P
S — %\-/5 12’
U= 1Py
A = .
V2
Cuando [, = 0 resulta que | = l;, y m; = my,. En este caso particular (00{ymy, [lm;) =1
y por tanto

@l

1
ﬂ (SOnEOO (rl) Prylm, (rQ) + ©nq00 (r2) Pnylmy (rl)) >
NaNp;m (r17 rQ) =U {Spnaoo(rl)@nblml (I’S)} = 1

NG (Pnq00 (T1) Pryim; (T2) = ©na00 (X2) Pryim, (r1)) -

Los distintos niveles de energia se obtienen dando valores sucesivos a n, y np. El nivel
fundamental corresponde a n, = ny = 1, su energia es E1; = —2Z?E; = —108.8¢V y su
funcién de onda viene dada por

A —S=
‘1)&1) = p100 (r1) 100 (r2) Eir Ly
Dado que n, = ny la parte espacial es obligatoriamente simétrica y en consecuencia la
fdo de espin antisimétrica, lo cual conduce a que el estado fundamental del He tiene espin
s = 0. Por lo que al momento orbital se refiere como en este caso [, = [, = 0, resulta
que I = 0y m; = 0. Asi, el nivel fundamental contiene un tnico estado con momento
angular orbital [ = 0 y espin s = 0. El siguiente valor permitido de la energia es

E12 == —5E1 == —6806‘/,

corresponde a n, = 1, n, = 2, para el que podemos construir las siguientes fdos

A 1 —s—
<I>§2) = 7 (100 (1) Y21m, (T2) + 100 (T2) P21, (r1)) Ed- 2y,
ay | e
oy = NG (100 (r1) 20m, (t2) = @100 (r2) P2tm, (1)) Edr10.1-

Es evidente que este nivel si estd degenerado ya que contiene estados con s =0y s = 1.
Ademsds, l € {|la — | ... la + b} = {lb} y m = mq +mp = myp ya que I3 = 0. Como en el
nivel n, = 2 de un dtomo hidrogenoide [, € {0, 1}, el correspondiente nivel del He posee
subniveles con [ € {0,1} y s € {0, 1}.
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Para denotar de forma sencilla los niveles del He que vamos construyendo, se intro-
duce una generalizacién de la notacion espectroscépica utilizada en FCI que consiste en
etiquetarlos del siguiente modo

(naz (la) np (lb))gs+1 X (1),

donde n, y ny son los niveles de una particula en los que se encuentran los electrones,
x (lg) es la etiqueta correspondiente al momento angular [, de cada electrén y X (1) es la
etiqueta asociada al momento angular total. El paréntesis situado delante de la etiqueta
asociada al momento orbital total se denomina configuracion electrénica del atomo. Los
subniveles? caracterizados por una configuracién electrénica y valores bien definidos de
[ y s reciben el nombre de términos espectrales. En esta notacion el estado fundamental
es

(1s1s)* S,

esto es, un estado formado por dos estados 1s de un étolmo hidrogenoide acoplados a
=0y as=0.De forma mas compacta escribimos (182) S. El segundo nivel contiene
los siguientes subniveles?

(1525)13 S,
(1s2p)3 P.

Los siguientes niveles corresponden todos a n, = 1,n, = 3,4,... Todos ellos forman
parte del espectro discreto del He. Por ejemplo los subniveles asociados a ng, = 1,1, = 3
son

La energia de ionizacién del He es aquélla que debemos proporcionar al sistema de
forma que desliguemos uno de los electrones. Es evidente que el estado de menor energia
en el que uno de los electrones no se encuentra ligado al nicleo corresponde al limite
ng = 1,np — 00. El electron se encuentra infinitamente alejado del niicleo y con energia

cinética nula. Entonces 4

Er(He) = Bioo — By = Z°E; = 54.4€V.

2En la aproximacién de particula independiente estos términos se encuentran degenerados y por ello
hablamos de subniveles. Al introducir la repulsién entre los electrones la degeneracién se rompe y pasan
a ser niveles diferenciados energéticamente.

3En la nomenclatura tipica de la fisica atémica, estos subniveles formados por estados degenerados que
poseen buen [ y s (a veces buen j) se llaman términos espectrales.

4Nétese que esta energia es correcta salvo por pequefias modificaciones relativistas aunque no estamos
considerando la interaccién entre electrones. El efecto de ésta es nulo una vez que hemos alejado sufi-
cientemente uno de los electrones.
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(http://fig.alqua.org)

Figura 4.1.: Niveles de energia experimentales del He desglosados seglin momento angular orbital y
agrupados en estados de espin s = 0 (Parahelio) y s = 1 (Ortohelio).

Espectro del Helio
E (Exp.) E (Teor.)
Configuracién | Término ) | @) | @
cm € 5
39 _ _
152 -54.4
s -198311 | -24.58
38 -38461 | -4.77
1s2s
s -32039 | -3.97 -13.6
3p 29230 | -3.62
152
5P 1p 27182 | -3.37
38 -15080 | -4.77
1s3
508 15 13452 | -1.67
3p 12752 | -1.58 -6.04
1s3
9P 1p 12107 | -1.50
D -12215 | -1.51
1s3d
s 'D -12211 | -1.51

Cuadro 4.1.: Expectro experimental del He. Comparacién con los resultados tedricos en la aproxi-
macidn de particula independiente.

Como la energia de excitacién de los niveles con n, > 1 es superior a Er(He) se trata
en todos los casos de resonancias pertencientes al espectro continuo.

Antes de comparar nuestras predicciones vamos a desplazar el cero de energias de
modo que el nivel en que el dtomo ioniza tenga exactamente energia cero. Esto equivale
a sumar una cantidad Z2E; a todas las energias anteriores, es decir, la energia de un
término espectral vendrd dada en la aproximacién actual por

Z2E;

Eln;ls = FEip = — 2

n

En el cuadro 4.1 apreciamos inmediatamente algunas coincidencias cualitativas entre
teoria y experimento e importantes discrepancias. Entre las primeras cabe destacar, por
ejemplo

1. Sélo aparecen estados con espines s = 0y s = 1, o sea tripletes y singletes de espin.

2. El estado fundamental no esta degenerado y posee momento angular orbital [ =0
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y espin s = 0.

3. Cualitativamente, el orden en que van apareciendo los distintos grupos de (sub)niveles
es correcto.

y entre las segundas citaremos

1. La enorme diferencia entre el valor predicho para la energia del estado fundamental
Egr = FEi1.00 = —54.4eV y el valor experimental ngp') = —24.58¢V. Para
los restantes niveles las diferencias se reducen progresivamente, aunque para los
primeros siguen siendo importantes.

2. Se predicen degeneraciones que no se observan exactamente. De todas formas exis-
ten grupos de niveles préximos en energia

Dado que los efectos relativistas son siempre muy pequenos y que los resultados teéricos
se aproximan a los experimentales a medida que los dos electrones se alejan, es decir
cuando ny crece, sélo cabe asociar las discrepancias que se observan (valor de la ener-
gia, degeneraciones, etc.) a la repulsién electrostatica entre los electrones que ha sido
despreciada.

4.2.3. Efectos de la repulsion electrén-electrén

Podemos refinar nuestras predicciones incorporando la interaccion entre los electrones
como una perturbacién a la interaccion atractiva de los mismos con el niicleo. Haremos los
célculos con mucho detalle para el estado fundamental y de forma meramente descriptiva
para los estados excitados.

Estado fundamental

Estimemos primero la magnitud de la interaccién entre los electrones por comparacion
a la que existe entre electrén y nicleo. Si suponemos que la distancia tipica entre los
electrones es del orden de la distancia electrén-nicleo, ag/Z, tenemos

e? e\ 1 /zef\ 1 /2
’1‘1 —I'Q‘ - r; - A r; o 2 Tr; '

Por tanto la repulsién culombiana entre los dos electrones es del orden de la mitad
de la interaccién electron—nucleo. A pesar de que es del mismo orden de magnitud de
la interaccion electron-nucleo vamos a utilizar teoria de perturbaciones para modificar
Egrp. A primer orden

62

A A A)x A
ABgr = (@) v(2) o{) = [[ da2e(" (1,2) o (1,2),

r1 — 1y
y recordando que

A s
o4 (1,2) = 100 (r1) @100 (r2) =200
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y que (Z5,-00|Z57%,) = 1, se tiene

62

ABpr = [[ dradrapin (r1) wion (r2) o0 (£1) 100 (v2)
1

lr1 —ra|’

= 62/dr1dr2 p100 (1)) |0100 (12)]?

integral que representa la interaccién electrostatica entre las densidades de carga aso-
ciadas a los electrones. Para avanzar con rapidez en la resolucion de estas integrales se
utiliza habitualmente la siguiente expresién

o0

1 . 47 r< q L N
|r] — rof ZQk—f—l ) Z Y2, () Y] (Q2),

donde r« = min (r1,r2) y r~ = méx (r1,r2), los d&ngulos sélidos son Q; = (6;, p;) y donde

(T<)k

la convergencia en k estd garantizada por el cociente s

Este tipo de expresiones

(r>)
reciben el nombre de desarrollos en ondas parciales ya que expresamos una funcién
que depende de la diferencia r;{ — ry como una suma de productos de funciones de
una particula con buen momento angular. Cada sumando corresponde a funciones con
momento angular orbital £ y tercera componente +¢q. Para visualizar mejor esta idea
supongamos que 71 > ro y reescribamos el desarrollo como

[ee)

1 4 i . 1
Ie1 — 1o :kz_o%“ > (-1 (WY_’; (m)) (r’qu’f (92)).

Aunque la serie anterior es infinita sélo contribuye un nimero finito de términos al valor
de la integral. En efecto,

AEEF :62/ dT1 T%/ dTQT%/dQl/d92|<,0100‘2‘g0100’2 X
0 0

[e.e]
47 7"< (1 k k
YZ, ()Y, (22).
sz_02k:+1 (rs ’““q_z_:k Yy (@)

Estas integrales factorizan en partes radial y angular. Asi

00 k
(r<)
AEgp = ¢ kg 2k—|—1/ dri T RY, (11 / dry T3 RYg (72) v §k+1

k

< 3 (1) / 40 YY" () YE, (90) YO () / Y (0) Y (92) Y (22)

q=—
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Las integrales angulares se resuelven facilmente si tenemos en cuenta que Y (1) =

Var

, de manera que

1 0k00q0
dQYYF YY) = — / dQYy Yk, = =22,
/ T Van 07T Vi

con lo que se llega a

AFEgpFp = 62/ dririRy (7"1)/ drar3 R (r2)
0 0

00 r1 0o 00 1
— 2 {/ drlr%R%O (r1) / drgrgR%O (ro) — + / drlr%R%O (r1) / drzrgR%O (r2) 7“2} )
0 0 0 r

1 1

Ahora, usando que

y llamando { = — tenemos
ao

A 6 oo r1 00 00
AEgp = 1662 <> [/ dririe ™ / droraeor +/ dririe o / d?“g?”ge_cr2i| .
ao 0 0 0 i

Los dos sumandos que aparecen en el corchete anterior dan lugar al mismo resultado

8—C5, y por tanto

Z 6
AFEpr = 16> <> 5o §ZEI,

ao

con lo cual

E11.00 = E11 + App = —Z%E; + AEgp = —20.4¢V.

Este resultado debe compararse con el valor experimental EI(EE;p ) — _94.58¢V. Utilizan-
do ordenes superiores de la teoria de perturbaciones podemos mejorar la concordancia
con el resultado experimental, pero el camino a seguir es aplicar el método variacional.
Volveremos sobre esta cuestion tras estudiar los estados excitados.

Estados excitados: regla de Hund

Estudiemos el efecto que la repulsién electrostatica entre los electrones tiene sobre
los niveles excitados. Lo haremos de forma cualitativa sin resolver explicitamente las
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integrales que aparecen®. Cuando n, = 1 y ny = n > 1 tenemos varios subniveles
caracterizados por [ y s y la correccién de la energia viene dada por

2
_ (A)x € (A)
AByg, = [ d1d20()) (1,2) g s (12),
con
o _ 1 n R
inis = /5 (¢100 (1) Pnim (r2) £ w100 (r2) Prim (r1)) =5,

donde el signo + va asociado con s = 0 (parte espacial simétrica y de espin antisimétrica)
y el signo — con s = 1 (funcién espacial antisimétrica y de espin simétrica), de modo
que la funcién en su conjunto sea antisimétrica. Desarrollando tenemos

2
AEB1ps = H d1d2 W (1,2) —5 oW (1,2)

1n,ls |I‘1 _ I‘2| 1n,ls

1

2
€ *
=3 jf drydra (p100 (r1) Pnio (r2) £ @100 (r2) @nio (r1)) =1~

X (100 (r1) Ynio (r2) £ @100 (r2) @nio (r1)),

Para obtener esta expresion hemos utilizado que:

1. La interacciéon no depende del espin de manera que podemos reducir la parte de
espin y queda sélo la integracién en las coordenadas espaciales.
2. Elresultado de la integral no depende de m porque el hamiltoniano (en este caso, la

perturbacién ) conmuta con todas las componentes del momento angular.

ry — 1o
Por esa razén hemos elegido como valor arbitrario m = 0.

Prosiguiendo con el célculo

1

AFEp s = € H drydry [@100 (r1)[” |onio (r2)[? [r1 — o]

1
|<P100 (r2) @nio (r1)

+ ¢? jj drldr290>1k00 (ry) %*”0 (r2) m

expresién que se escribe de forma compacta como como suma (s = 0)/diferencia(s = 1)
de dos integrales:

AElnﬂs = Jp + (1 - 28)Knlv s = 07 17
donde

SEl problema 5 resuelve de forma aproximada estas integrales.
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1

ry —rof’

®100 (r2) Pno (r2) -

I = e? ff drydry |p100 (r1) % |@nio (r2)]?

) 1
Ky = é? ff drydragigg (r1) @nio (r1) m

Por lo tanto la correccién consta de dos términos diferentes:

1. El primero representa la repulsion electrostatica entre las densidades de carga de
los electrones. A esta integral se la conoce con el nombre de término directo.

2. La segunda integral, denominada término de intercambio, no tiene una interpreta-
cion clasica sencilla y es consecuencia directa del principio de exclusién. El origen
de este término se encuentra en la simetria de intercambio de la fdo lo cual justi-
fica su nombre. Tal como puede observarse en su definicién, esta integral depende
(ademés de la perturbacién) del overlap de las funciones p190 ¥ ©nio-

La energia de todos los estados del atomo de helio se escribe de esta forma con la
excepciéon de los casos en que n, = ny, casos en los que sélo contribuye la integral
directa. Ahora bien, de todos estos estados con n, = ny, solo el fundamental forma parte
del espectro discreto mientras que los deméds corresponden a resonancias del continuo.
ASf, AEILOO = AEEF = JQ().

La integral directa J,; es siempre positiva ya que el integrando correspondiente es una
cantidad definida positiva. Por lo tanto su efecto fundamental es reducir la atraccién
entre los electrones y el nicleo atémico (reduce la energia con la que los electrones estén
ligados al nicleo). Otro hecho (esta vez no obvio) es que el valor de la integral directa
decrece con el valor del numero cuantico principal n, que para n dado crece ligeramente
con (.

Aunque no se puede deducir directamente sin un calculo explicito, las integrales K,
toman valores positivos, menores que los de J,; y decrecientes con n. Ahora bien, estas
integrales intervienen con signo negativo en el caso de niveles con espin s = 1 y con
signo positivo en el de niveles con espin s = 0. Asi, para una configuracion y I dados,
los niveles con s = 1 tienen menor energia que aquellos con s = 0. Este hecho se conoce
en la literatura con el nombre de regla de HUND. En concreto, la diferencia de energia
entre estos niveles viene dada por 2K,,;.

Justificacién cualitativa de los resultados: apantallamiento

Con el objetivo de obtener una explicacién cualitativa de los resultados anteriores
intentemos describir como son las densidades de carga asociadas a los dos electrones. La
figura 4.3 muestra que la densidad de probabilidad (y por tanto de carga) asociada al
segundo electrén tiende a situarse fuera de la regiéon que ocupa el primero a medida que
crece el nimero cuantico n. Es decir, la fdo del segundo electrén penetra cada vez menos
en la zona donde es muy probable encotrar al electron 1s segin crece n, y por ello la
interaccion entre las dos densidades de carga decrece a medida que el segundo electrén
se situa en niveles superiores. Ademds, para n dado la repulsién electrostatica entre los
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PARTICULAS REPULSION ¢- ¢
INDEPENDIENTES
J2[10 iKZ],]O
P
‘P I 2K,
'S
(1828)"'s 'S I 2K,
(1S2P)"P
S
(1S) S
Figura 4.2.: Esquema cualitativo de los efectos de la repulsién e~ — e~ sobre las energias de los

términos espectrales (1s?)1S, (1s25)13S y (1s2p)3 P obtenidas en la aproximacién de
particula independiente.

0.6 T T T 210
ni=1,0 —%—
b
05 nl=2,1 o 7]
[ X nl=3,0 o
04 | | 4
Pl
03 8
| X
0.2 i f,nn,%’* 4
I Q& g
0.1 I & v ol o
o Lwoqp R, %
0 5 10

Figura 4.3.: Densidades de probabilidad radial correspondientes a los niveles 1s, 2s, 2p de un dtomo
hidrogenoide.

dos electrones crece ligeramente con [ debido a que la distribucién de carga del segundo
electron esta globalmante més cerca de la del electron 1s cuanto mayor es . Estos hechos
permiten explicar porque el valor de J,,; se reduce con n, y asi las discrepancias entre los
resultados experimentales y la aproximacién de particulas no interactuantes se reducen a
medida que consideramos niveles superiores. También permite explicar cualitativamente
porque dentro de cada nivel n los subniveles estan menos ligados cuanto mayor es [.

La discusién precedente puede expresarse de forma alternativa en funcién de los con-
ceptos de apantallamiento y carga efectiva. A medida que la densidad de carga del
electrén externo se aleja del nicleo segun crece n, el electrén interior apantalla de forma
mas eficaz la carga nuclear. Podemos pensar que el electron exterior mviesem una carga
Zep < Z = 2. Entonces la energia de ligadura del término espectral seria

(Zey)* Er - _Z°E;

Eings = Eip = —
n;ts n n2 ’I’l2

)
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(http://fig.alqua.org)

Figura 4.4.: Comparacién del espectro del dtomo de Helio (izquierda) desglosado segiin n y I con
los nivéles del hidrégeno. El cero de energia es distinto en los dos casos y corresponde
a la energia del atomo ionizado. Woodgate pag. 85

De alguna manera hemos incorporado el efecto de los términos directo y de intercambio
en una carga efectiva Z.;. Resulta ficil concluir que cuanto méas se aleje el segundo
electrén mas efectivo serd el apantallamiento, esto es

Zef — 1, n — o0,

y por lo tanto las energias de los niveles del He deben tomar valores cada vez mas
similares a las del 4&tomo de hidrégeno segtin crece n. Este hecho se aprecia claramente
en la figura 4.4.

El origen de la regla de HUND se encuentra en que las fdos con espin s =0y s =1
tienen partes espaciales con simetria de intercambio distinta. Dado que las fdo de los
niveles con s = 1 tienen su parte espacial antisimétrica, los dos electrones se encuentran
mas separados (3.6) que en los niveles con s = 0 donde la parte orbital es simétrica bajo
intercambio. Precisamente por esta razon la repulsién electrostatica que experimentan
los dos electrones es mayor en este segundo caso, y por tanto, los niveles con s = 0 (a
igual configuracién y valor de [) se encuentran menos ligados.

4.2.4. Aplicacion del método variacional

Hemos visto en la seccién 4.2.3 que existe una cierta discrepancia entre el valor ex-
perimental de la energia del estado fundamental y la prediccién tedrica obtenida en un
calculo de teoria de perturbaciones a primer orden. En lugar de utilizar ordenes supe-
riores de la teoria de perturbaciones podemos mejorar nuestra prediccién utilizando el
método variacional. La utilizacion de este método implica proponer una familia de fdos
de prueba. Para ello tendremos en cuenta los siguientes hechos:

1. Lafdo ®11,09 da lugar a una energia aceptable cuando se tiene en cuenta la repulsién
electrostatica entre los electrones.

2. Dicha repulsién puede explicarse en términos del apantallamiento de la carga nu-
clear inducido por el electrén interno.

Por ello proponemos una familia de soluciones de la forma

®,(Q;1,2) = p100 (Q; 1) 100 (QT2) E5nly,
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donde

3/2
100 (@5 1) = \/24—77 (i) exp {_2;} ;

es la fdo del estado fundamental de un atomo hidrogenoide con carga Q). Si () = Z esta
fdo coincide con la del tnico electrén del ion He™ y por tanto con la que hemos utilizado
en el célculo perturbativo. Por ello 19 (Q; r) satisface que

2 2
(p - Q€> v100 (Q; T) = —Q*Er100 (Q; 1) .

2m r

El pardmetro que barre la familia de fdos propuestas es la carga efectiva () y el funcional
de la energia se reduce, en realidad, a una funciéon de dicho parametro.

E[Q] = [[ d1d20(Q;1,2)H®,(Q; 1,2).

Como el hamiltoniano no depende del espin la integral anterior puede desarrollarse como

2 2 2 2 2
* 3 pl Ze p2 Ze (&
E = d d N : _— — _= . (
Q] ff r1drapion (Q; 1) lgo (Q; T2) <2m m T am T T, T fry = r2|> ©100 (Q; 1) Y100 (
Vamos a separar el célculo de la integral en tres partes,
1.
2 2
* P Ze
ho= Jj dridragiog (Q; 11) ¥ioo (Q; T2) <2771,L Ty > ©100 (Q; T1) 100 (@5 T2)

2 2
= /drw’{oo (Q; r1) (pl - Ze) ©100 (Q; rl)/dl‘WToo (Q: r2) @100 (Q; T2) .

2m 1

pero

2

2 2 2 2 _
(p - Zre> ¢100 (@5 T) = <p - Q:) ¢100 (@5 T) + (QTIZ)eSDlUO (@ r)

2m
2

= —Q*Erpi00 (Q; r) + (Q_rlZ)eﬂPwo (Q;r),

y teniendo en cuenta que

/drwfoo (Q;r2) 100 (@5 12) = 1,
/drzﬁpfoo (Q; r2) 741180100 (Qir2) = Q,

obtenemos que
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Q

L=-QE+¢(Q-2) = =- (202 - Q") Ey,
0

2
donde hemos utilizado que — = 2F7;

ao

2. Andlogamente se tiene que Iy = I = — (2QZ — Q?) E;

3. El calculo de la integral asociada al término repulsivo es idéntico al que hicimos
en la seccién 4.2.3 salvo por la substitucion de Z por Q. Asi tenemos

2

* * )
I3 = /dr1dr2¢100 (Q; r1) Ploo (Q; 12) |<P100 (Q; r1) p100 (Q; r2) = ZQEI-

Ir] —ro

Reuniendo las tres contribuciones tenemos que la energia en funcion de la carga efectica

Q es
plal=- (2002 - @) - Q) 1.

. 5 :
cuyo minimo ocurre para Qg = Z — 6= 1.69, y substituyendo este resultado en la
ecuacién anterior obtenemos

E[Qo] = —2Q3E; = —2(Z — 5/16)* E; = —77.88¢V.

Si sumamos Ej(He) para obtener el cero de energias habitual nos queda

ETRe) — _93.08¢V.

La tabla que se muestra a continuacién hace evidente la mejora obtenida al emplear el
método variacional en vez de teoria de perturbaciones a primer orden. Para llegar a un
resultado equivalente usando teoria de perturbaciones habria que incluir ordenes muy
superiores al primero. Ademds, nuestra familia de fdos variacionales es la més sencilla
posible por lo que con pequenas extensiones atin mejorariamos notablemente el resultado.

| | TP. | MV. | Exp. |
| E(eV) | —20.4 | —23.08 | —24.58 |

Maés que en la bondad del acuerdo con el dato experimental conviene profundizar

en lo que significa la solucién variacional que hemos obtenido. La fdo ®,(Q;1,2) =

@100 (Q; T1) 100 (Qr2) E5-0 ) satisface que

O?@ﬁ+£_%¥

2m r1 2m T9

) B, (Q: 1,2) = —E[Qo](Qo: 1,2),

lo cual nos sugiere que (de forma aproximada) todo ocurre como si los dos electrones se
moviesen independientemente en un potencial COULOMBIANO generado por una carga
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nuclear efectiva Z.y = Qo = 1.69. Se cumple que Z.y < Z = 2 por lo que el efecto
fundamental de un electrén sobre otro puede verse como un apantallamiento de la carga
del nicleo. En este caso el apantallamiento es pequeno porque los dos electrones estan
en el mismo nivel 1s, y por tanto muy proximos entre si. Si repitiesemos este calculo
para estados excitado, donde n, = 1y np > 1, la carga efectiva resultante seria bastante
menor.

En general es posible substituir de forma aproximada el hamiltoniano real de una
sistema de particulas que interactiian entre si por otro de particula independiente donde
el potencial que mvem cada particula contiene de forma promediada las interacciones
que ejercen las demds. La forma de obtener este hamiltoniano efectivo es utilizar (como
hemos hecho en este caso) el método variacional con fdos de prueba que sean productos
antisimetrizados de fdos de una particula.

4.2.5. Reglas de seleccion: Orto y Parahelio

La probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo entre los estados |®;(1,2)) y
|®¢(1,2)), mediada por la emisién/absorcién de un fotén, tiene una expresion totalmente
andloga a la que hemos visto en el 4&tomo de hidrégeno.

dP;_~y _ 8mle

2
2
dt B2 |sz| )

donde

Wi = (@5 (1,2) |11 4 12| @ (1,2)) = (s (r1,12) Xom,; 11 + ro| @i (r1,72) X5, )
= (¢y (r1,r2) |r1 + 12| @4 (r1,12)) <sz{sf|Xfr’isf> = (@y (r1,12) [r1 + 12| ¢ (r1,72)) Os;5,0m, pm;

Asi, ademas de las reglas de seleccién asociadas al momento angular orbital, que siguen
siendo vélidas, aparece una nueva regla de seleccién asociada al espin: sy = s;. Por lo
tanto no puede haber transiciones entre estados que tienen espin distinto. Esta regla de
seleccion no es exacta debido a que las correcciones relativistas dependen del operador
de espin y mezclan fdos con diferente valor de s. Sin embargo, como son correcciones
extraordinariamente pequenas podemos considerarla a todos los efectos como valida.

Por ello no se senalan transiciones (espontaneas) entre los estados s = 0y s = 1
en la figura 4.5. La probabilidad de las mismas es tan pequeiia que los estados del He
con s dado, decaen siempre a otros con el mismo espin. Todo ocurre como si existiesen
dos elementos distintos, uno formado por los estados s = 0 llamado parahelio y, otro
formado por los estados s = 1 denominado ortohelio. De hecho, antes de la introduccion
de la Fisica Cuantica, se crey6 durante mucho tiempo en la existencia real de dos formas
de helio.

La tinica excepcién a la regla anterior viene dada por la transicién del nivel (1s2s)3S
al estado (1s?)'S. Como esta transicién viola las reglas de seleccién Al = £1,As = 0
la probabilidad correspondiente es extraordinariamente pequena y la vida media, por el
contrario, muy larga. Sin embargo como el nivel (152s)3S sélo puede acceder al estado
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Figura 4.5.: Transiciones electromagnéticas permitidas en los niveles de energia inferiores del He.
Con la excepcidn de la transicién entre los niveles (152s)3S y (1s?)1S no existen tran-
siciones entre estados de distinto espin. Ambos conjuntos de niveles son esencialmente
impermeables, y salvo por el primer nivel s = 0, difieren muy poco entre si.

(15)1S, que posee menor energia, la transiciéon finalmente tiene lugar. El término espec-
tral (1525)2S constituye un claro ejemplo de nivel metaestable. Se llaman asi a niveles
(distintos del fundamental) cuya vida media es extraordinariamente larga comparada
con la de los niveles ordinarios. Otro ejemplo viene dado por el nivel (152s)'S que sélo
puede acceder al fundamental violando la regla Al = 4+1 y por lo tanto su vida media
es muy superior a lo habitual.

4.3. La molécula de H

4.3.1. Introduccion: la aproximacion de Born-Oppenheimer

Si los atomos son agregados formados por un nucleo y varios electrones, las moléculas
pueden considerarse como agregados de varios nicleos y electrones. Las moléculas son
estables en su estado de energia mas bajo. Es decir, es necesario aportar una cierta
cantidad de energia para producir su disociaciéon. Dado que la disociacién en atomos
es el proceso mas comin cuando aportamos suficiente energia al sistema, podriamos
pensar que son estados ligados de varios atomos. Sin embargo, esta descripcién deja
fuera aspectos muy importantes de la estructura molecular.

La descripcién mecanocudntica de una molécula es mucho mas compleja que la de
un atomo. Las moléculas mds simples son aquellas que poseen dos ntcleos (moléculas
diatomicas) y entre ellas la més sencilla es el ién H; , que sélo contiene un electrén ligado.
Pero incluso este sistema tan simple posee seis grados de libertad espaciales después de
haber fijado su CM. Un ataque frontal del problema buscando soluciones numéricas de
la ecS es posible en esta molécula, e incluso en otras mas complejas, pero en este tema
buscaremos soluciones aproximadas que nos permiten profundizar mas en los aspectos
fisicos del problema.

Si despreciamos todos los efectos relativistas el hamiltoniano de una molécula con N,
electrones y N, nicleos es

Z,Ze? Ne e
" ZT+ZT+ D sz AR S e

1<a<b< N, =1 a=1
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donde las energias cinéticas vienen dadas por las expresiones habituales

2 2
T, = &7 T, = P; )
2M, 2me

En estas ecuaciones los subindices {a,b,...} recorren los diversos nicleos que forman
la molécula mientras que los subindices 7, j numeran los electrones. Las masas de los
nicleos las denotamos por M,, su carga por Z, y su posicién y momento lineal (en el
sistema de laboratorio) por R, y P,. Anédlogamente r; y p; son el vector de posicién y
el momento lineal del i-ésimo electrén. En realidad todas las posiciones que aparecen en

el hamiltoniano son relativas. Por ello introducimos la siguiente notacién

R =Ra— Ry, rig =1 — Ry, 135 =15 — 715,

Los mdédulos de estos vectores los denotamos por

Rab = |Rab|a Tia = |ria|a Tij = |rij|,

y finalmente para simplificar los argumentos de las fdos definimos

R= (R}, r={r}.

Los ntcleos son mucho mas pesados que los electrones lo cual permite simplificar no-
tablemente el problema. Téngase en cuenta que en general ]\"}—Z < 1073. Sin embargo,
las fuerzas electromagnéticas que experimentan nucleos y electrones son de un orden
de magnitud muy similar por lo que los electrones se mueven muy deprisa en compa-
racién con los nicleos. En una primera aproximacién los electrones mvenm a los nticleos
practicamente en reposo y son capaces de alcanzar su situaciéon de equilibrio antes de
que estos varien apreciablemente su posicién. Por otra parte, se admite que los nicleos
solo sienten un campo promedio generado por los electrones en su rapido movimien-
to alrededor de ellos. Estas idéas dan lugar a aproximacion adiabdtica molecular o de
BORN-OPPENHEIMER.

Las ideas del parrafo anterior sugieren la factorizacién de la fdo en una parte electrénica
y otra nuclear

o(R,r) = P,(R)P.(r,R),

la separacién del hamiltoniano H en

H= Hn + H€7
con
Nn Nn, hQ )
I‘In = ZTG‘ = —vaa,
a=1 a=1
y
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N, N,
N ZT SN R T U N

1<j
donde los operadores diferenciales Nabla anteriores son

Vi =V, Va=Vn,.

Obsérvese que lo que llamamos hamiltoniano nuclear sélo contiene los términos de
energia cinética mientras que la interacciéon coulombiana entre los ntcleos la hemos
dejado en H.. Aparentemente se trata de una separacién absurda pero, que no obstante,
tiene su utilidad.

La fdo electronica depende simultdneamente de las coordenadas electrénicas y de las
coordenadas nucleares. Pero los argumentos precedentes sugieren que la dependencia en
estas ultimas debe ser muy suave, en el sentido de que

V|, |V20,| < |V20,,

lo cual implica que la velocidad y energia cinética de los ntcleos, tal como aparece
codificada en la fdo electrdnica, son muy pequenas. La ecS asociada al hamiltoniano
anterior

H®(R,r) = E®(R,1),

puede transformarse profundamente a partir de las hipdtesis y simplificaciones preceden-
tes. Podemos proceder como sigue.

H®,(R)®.(r,R) = (H, + H.)®,(R)®.(r,R) = H.®,,(R)®.(r,R) + H, ®,,(R)®.(r, R),

y como H, no contiene derivadas con respecto a las variables R podemos escribir

H?,(R)®.(r,R) = ¢,(R)H.®.(r,R) + H,?,(R)®.(r,R).
Ahora bien

V2 (®,(R)®.(r,R)) = .(r, R)V2®,(R) + ®,(R)V2P.(r,R) + 2 (V,P,(R)) - (VoP.(r,R))

con lo cual

H?,(R)®.(r,R) ~ ¢, (R)H.®.(r,R) + ®.(r, R)H, P, (R).

Asi, la ecS se escribe de forma aproximada como

&, (R)H®(r,R) + ®.(r, R)H,®,(R) = E®, (R)®.(r,R),
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y dividiendo esta ecuacién por ®,, y reordenando los dos miembros obtenemos

1
©n(R)

donde el paréntesis del segundo miembro es sélo funcion de las coordenadas nucleares.
Por ello podemos escribir que

He®.(r,R) = &.(r,R) (E - (an>n(R))) = E.(R)®.(r,R),

H,3.(r,R) = E.(R)®.(r, R).

El significado fisico de esta ecuacion es el siguiente: dado que el movimiento de los
nucleos es extraordinariamente lento comparado con el de los electrones podemos con-
siderar las posiciones de los ntcleos como parametros durante la obtencién de la fdo
electronica. De esta forma, debemos resolver la ecS anterior para todas y cada una de
las posiciones R de los niicleos. Asi, no sélo la fdo electrénica, sino también las energias
correspondientes dependen de las coordenadas nucleares. Las funciones E.(R) (tenemos
mas de un autovalor por cada configuracion R) reciben el nombre de niveles electrénicos

Utilizando las dos ecuaciones anteriores y dividiendo la primera por ®. llegamos a

(Hn + Ee(R)) q)n(R) = E(I)n(R)a

ecuacién que merece algunos comentarios. i) La energia de los electrones para cada
configuraciéon R se convierte al considerar la ecS de los niicleos en un potencial adicional
que representa el campo medio que generan los electrones en su rapido movimiento
alrededor de los nucleos. ii) Es la resolucién de esta segunda ecuacién la que nos permite
obtener la energia real F del sistema asi como la fdo completa. EL sistema formado por
las dos ecuaciones

He®.(r,R) = FE.(R)®.(r,R),
(Hn + Ee(R)) (I)n(R) = E(I)n(R),

se conoce como ecS en la aproximacion de BORN-OPPENHEIMER.

En las siguientes secciones resolveremos la primera ecuacién del sistema precedente
para un sistema especialmente sencillo como es la molécula de hidrégeno ionizada H;,
y estudiaremos con algunas simplificaciones el movimiento de los nicleos en méleculas
diatomicas.

4.3.2. Niveles electrénicos de la molécula ionizada Hj .
Resolucion de la ecuacion electronica mediante le método variacional

Elién H; es la molécula mas simple que existe al tratarse de un sistema a tres cuerpos.
Esta formado por dos protones y un unico electrén ligado a los mismos. En el sr del CM
este sistema posee seis grados de libertad y una vez fijados los dos nicleos el nimero de
grados de libertad se reduce simplemente a tres. En esta seccion vamos a ocuparnos de
los niveles electronicos de la molécula por lo que sdlo consideraremos H,. Introducimos
la siguiente notacién

110 Introduccion a la fisica cuantica - 1.1.0




4.3. La molécula de H;“

rp

a = —, q¢ = |q|,
ap
ry

qQaQ = —5 q = \(h\,
a0
rio

Q = —5 Qq2 = \Ou\,
ﬁo
12

Q - ) Q - ‘Q‘a
ap

donde ag es el radio de la primera érbita de Bohr en el hidrégeno. Con esta notacién ©

y teniendo en cuenta que e/ay = 2E] o que h2/2mea(2) = FJ, resulta

He_—EI{V(21+2+2—2}.
a a2 Q

Nuestro objetivo es obtener (al menos) la energia y fdo. del estado fundamental de
este sistema. Para ello propondremos una familia de fdos. de prueba y utilizaremos el
método variacional para determinar los pardmetros que definen dicha familia. Resulta
de gran ayuda considerar el limite en que el electrén se halla muy préximo a uno de los
protones y el otro se encuentra extraordinariamente alejado de los primeros. En estas
circunstancias el sistema esta formado por un dtomo de hidréogeno més un protén libre,
y el hamiltoniano y la fdo del sistema en su estado de menor energia verifican que

He — —E {V%Jr 21,

q2, € — o0, b, — o=

e_ql ,

W)

donde (M) representa el estado fundamental del tomo de hidrégeno formado. Ahora
bien, ésto sélo es cierto cuando uno de los ntucleos se encuentra muy alejado. En con-
diciones normales, donde los dos protones se hallardn a una distancia finita, deberemos
tomar una fdo variacional que incluya al menos los orbitales de &mbos atomos. La forma
funcional mas sencilla es una combinacion lineal de las fdos de los dos atomos en sus
estados fundamentales, es decir

donde

, 1
e = et i€ {1,2}.
Tag

En este caso el funcional de la energia es simplemente una funcién de los dos coefi-
cientes de mezcla {a;}i=1 2.

<q)((zva7“) |He’ (I)gvar)>
< oler) @ gvar)>

SNétese que Vg4 = Vg, ya que q = q; + Ri/ao y en esta parte del problema las posiciones de los protones
estan fijadas.

E[@{""] = E[{a}] =
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Para facilitar la aplicacién del método variacional introducimos, una vez maés, nueva
notacion.

mfz@@Uﬂ¢@>=/ww@me,&f:@@w@>=/mwwdﬂ
y en particular7, tenemos

Hyy = Hyy, Hipg=Hz, Sii=52=1, Si2=51==5

Si pasamos la norma de la fdo variacional al primer miembro y expresamos todo en
términos de estas nuevas cantidades

E[{a}] {a% + a% + 2a1a25} = {a%Hn + (X%HQQ + 2a1a2H12} ,

y variando con respecto a los dos coeficientes de mezcla llegamos a que en los extremos
se cumple

Ef{ar + @28} = {a1Hun + agHia},
E{a1S+ as} = {a1Hja+ asHn},

ecuaciones que reescritas en forma matricial dan lugar a

Hyi Hig ar_p(1 S ai
Hiy Ha ay ) S 1 ay )’
6 pasando todo al primer miembro
Hll—E H12—ES a1 -0
Hio—FES Hyy— FE Qg -
Esta ecuacién matricial posee una solucién no trivial, distinta de la idénticamente nula

a1 = ag =0, si y solo si

H1—-F H;3—ES

Hiy — ES HH—E‘:Q

y en este caso las dos soluciones posibles son

g _ Hi1 + Hyo
e - N
1+ 8
7 Hy — Hyp
e 1 o S 9

que aparecen escritas en funcién de los elementos de matriz H;; y del solape S. Al subs-
tituir estas dos soluciones en la ecuacion matricial resultan las siguientes combinaciones
de valores de los coeficientes «;.

"No aparecen signos de conjugacién compleja porque todas las fdo son reales
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E£+) — 01 = (2,

ES) = ar=—ay,

y en consecuencia las fdo convenientemente normalizadas son

) _ 1 1) 1,2
o) = ———— {p®) + o},
(1 +5) fet+ )
- _ 1 1) _ 2
o) = _ .
A

Las expresiones explicitas de los elementos de matriz H;; y del solape S son

1 1
S — /dqu(l)w(Q) — ‘/dqe—(‘h-HIz) — €_Q {1 + Q + 2Q2},

3

2
Hy = Hyy = /dqw(l)HdP(l) =—FE; {1 - 6672Q(1 + Q)} ;

2
Hyp = Hy = / dapMHep® = — B/ {S +2e79(1+Q) - QS} :

y substituyendo estos resultados en las expresiones para las energias, tenemos

Q

- ;(1 + Qe + {(1 ~ 214+ Q+ QY2 4201 + Q)e—Q}
1=(1+Q+ Q%20 :

EF(Q) =-E;

Analisis de las soluciones obtenidas

La figura 4.6 presenta los valores de E£+) y Eé_) en funcion de la distancia internuclear
Q. Los valores de la energia se dan en unidades de la energia de ionizacién del hidrégeno.
Por ello la linea de puntos con valor constante uno representa el estado en que la molécula
se ha disociado en un dtomo de H; y en un protén. Como puede observarse, los valores
de Eéﬂ son siempre mayores que la unidad de manera que, la fdo correpondiente, <I>£+)

nunca caracteriza un estado ligado del i6n H; . Precisamente por ello no resulta extrano

que este nivel de energia reciba el nombre de antiligante. Sélo el nivel E£+) pasa por
debajo del limite de disociacién para ciertos valores de ). Dentro de ese rango de valores
de @ el estado de dos protones y un electrén ligados entre si resulta energéticamente
favorable. Por esta razon Eéﬂ recibe el nombre de nivel ligante. El minimo de este nivel
electrénico ocurre para Qp ~ 2.5(Ry ~ 1.25A) y en esta posicién la energia de ligadura
del sistema es de AE = F — By = —0.13E7 ~ —1.76eV.. De hecho, si dejamos que el
sistema evolucione, los dos protones de la molécula tenderan a situarse a una distancia
aproximadamente igual a (), oscilando alrededor de dicha posicién. Por dltimo conviene

resaltar que la simetria de intercambio de las dos soluciones obtenidas es completamente
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Niveles electronicos de H,*

3.5 T T T T T T T T T
E1(x)
3k El ---vee- _
25k E

Figura 4.6.: Niveles de energia electrénicos del i6n H2+ en funcién de la distancia entre nuicleos.

)

diferente. Mientras que la fdo del nivel ligante @ﬁ es simétrica bajo el intercambio de

las coordenadas de los dos protones, <1>£,,‘) es antisimétrica.

Los datos experimentales revelan que la distancia internuclear de equilibrio es apro-
ximadamente QoEmp' = 1A y que el defecto de energia es AP*PF = —2.8eV; existe por
tanto una clara discrepancia entre los datos experimentales y los resultados teéricos. Ha-
bitualmente la fdo que utilizamos en el método variacional es sélo una aproximacién que
nos proporciona una cota superior a la verdadera energia. La fdo. que hemos propuesto
como solucién presenta varias limitaciones, entre las cuales podemos citar que su com-
portamiento asintético cuando la distancia internuclear disminuye no es el adecuado. En
efecto, si anuldsemos la interaccion repulsiva entre los dos protones el sistema deberia

evolucionar para formar un dtomo de helio. Ahora bien

1

@((j_) — 80(1) — 767(11
9 62 E )
Jo—— -3
YR !

es decir, la fdo tiende a la del estado fundamental de un 4tomo de hidrégeno y la energia
de interaccion del electrén con los dos protones es —3FE;. Sin embargo, la expresion de la
fdo del estado fundamental del He™ es proporcional a e=2%! y la energfa del electrén es
—4F;. Para mejorar la familia de fdos. de prueba podemos anadir, como un parametro
variacional mas, la carga efectiva asociada a cada nicleo de modo que ahora
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20 = a1 [¢V(2)) + a2 |¢*(2))

) | 73
0D (Z2) = %e_ZQi.

Utilizando esta fdo de prueba, que tiene como pardmetros variacionales ai,ao v Z,
obtenemos una distancia de equilibrio Qg ~ 2 (Ry = 1A) y un defecto de energia AE ~
—2.35eV.

Aunque hemos mejorado notablemente los resultados, ain estamos lejos del valor
experimental. Para entender mejor lo que pasa realicemos un mMexperimento de pizarram en
el que formamos un i6n H; aproximando lentamente un protén a un atomo de hidrégeno.
A medida que el protén se acerca su campo eléctrico tiende a deformar débilmente al
principio, con mayor intensidad cuando su proximidad es grande, la distribucién de carga
del electrén alrededor del otro nucleo. En nuestro modelo no hemos tenido en cuenta
este fenémeno ya que hemos supuesto que el electrén ocupa un orbital 1s con simetria
esférica en todo momento. Una forma de superar la limitacién anterior consiste en utilizar
orbitales mhibridosm, que consisten en superposiciones lineales de orbitales 1s, 2p, etc.
Por ejemplo, si utilizamos orbitales de la forma

y donde

0D(2) = ¢(2) + 0p)(2),

el método variacional nos conduce a unos resultados excelentes ya que obtenemos Qg ~ 2
y AE ~ —2.73eV. Senalemos que en este calculo los pardametros varaicionales son cuatro;
a1, ao, Z y o, lo cual complica notablemente el cdlculo de los elementos de matriz del
hamiltoniano y la minimizacién de la energia.

4.3.3. Enlace covalente vs. enlace idnico

La mecéanica cuantica permite obtener una comprensién profunda del enlace quimico,
lo cual requiere un conocimiento previo de la estructura atémica. Aunque en este curso
no hemos estudiado atomos méas complejos que el helio, supondremos que el lector posee
algunos conocimientos cualitativos adquiridos en la asignatura de Quimica.

Antes de 1925 se habian desarrollado algunas teorias parciales del enlace quimico que
explicaban su existencia en el caso de moléculas heteropolares, es decir, formadas por
atomos de diferente especie. Estas teorias se basan en el concepto de electronegatividad.
Por ejemplo, los atomos alcalinos (primera columna de la tabla periédica) son electro-
positivos debido a la tendencia que tienen a desprenderse de su electrén menos ligado
para formar una estructura muy estable como la que poseen los gases nobles. Lo con-
trario le sucede a los d4tomos de la peniltima columna de la tabla periédica, como el Cl,
para el que capturar un electrén adicional supone adquirir una gran estabilidad ya que
pasa a tener una estructura electrénica como la del Ar. Decimos que estos atomos son
electronegativos. A partir de estas ideas, el enlace quimico en la molécula de CLNa se
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explica porque, bajo ciertas condiciones de proximidad, el &tomo de Na cede su ultimo
electrén al atomo de Cl convirtiéndose ambos en iones. De esta manera, a cambio de
una atraccion electrostatica entre &mbos que liga la molécula, cada uno de ellos adquiere
una estructura electrénica muy estable. Existen muchos ejemplos de moléculas iénicas
como la de PH3 donde el fésforo, que es electronegativo, captura los tres electrones de
los hidrégenos pasando a tener una estructura como la del Ar. En ocasiones el P puede
actuar como electropositivo cuando se combina con dtomos maés electronegativos como,
por ejemple, el Cl . En la molécula PCls, éste &tomo cede cinco electrones, uno a cada
cloro, pasando a tener una estructura electrénica como la del neodn.

A pesar de su éxito, la teoria precudntica del enlace idnico era muy cualitativa y
solo con la aparicién de la mecanica cuantica se pudo obtener resultados cuantitativos.
Por otro lado la teoria precuantica era totalmente incapaz de explicar la existencia de
moléculas homopolares como las de Ho, No, O9, etc. Para entender como se forma el
enlace quimico en estas moléculas revisemos los resultados obtenidos en el caso del ién
H;r Resulta muy instructivo fijarse en la enorme diferencia que existe entre los orbitales
ligante y antiligante. La figura 4.7 representa los valores de la fdo y de la densidad de
probabilidad del nivel ligante en el plano XY. Se ha elegido un sistema de referencia
en el que los dos protones se hayan situados simétricamente con respecto al plano X 7,
en los puntos y = Q/2y y = —Q/2 del eje Y. Andlogamente la figura 4.8 representa
los valores de la fdo y de la densidad de probabilidad del nivel antiligante en el plano
XY. Este orbital es antisimétrico con respecto al plano de simetria X Z, lo cual implica
que la probabilidad de encontrar al electrén entre los dos nticleos es muy pequena. En
realidad, en el orbital antiligante la probabilidad de presencia del electrén es grande en
las proximidades de uno u otro protén y es nula justo en el plano de simetria X Z. Por
ello podemos pensar que en este caso el electrén se halla cerca de uno de los protones y
nunca del otro. Por el contrario, en el caso del nivel ligante, el orbital es simétrico y la
densidad de probabilidad toma valores importantes en el plano de simetria. Por tanto
el electrén pasa un tiempo apreciable entre los dos nicleos y apantalla parcialmente la
repulsién entre los dos nicleos. Es esta tendencia a compartir el electrén entre los dos
ntcleos y el apantallamiento asociado lo que explica la formacién de este i6n, asi como la
de las moléculas homopolares que hemos citado. Este tipo de enlace se llama covalente.

4.3.4. El movimiento de los nicleos en moléculas diatédmicas

La aproximacién de BORN-OPPENHEIMER nos permitié separar la ecS en un sistema
de dos ecuaciones diferenciales. La primera, conocida como ecuacién electrénica, nos
proporciona la energia potencial E.(R) en la que se mueven los nicleos, y que es debida
tanto a la interaccion electromagnética entre los nicleos como al campo generado por
los electrones en su rapido movimiento alrededor de los niticleos. La segunda ecuacién 6
ecuacién nuclear se escribe como

{Hn + Ee(R)} (I)n<R) = E(I)n(R)‘

En el caso de una molécula diatémica el hamiltoniano H,,, que solo contiene los términos
de energia cinética, viene dado por
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Figura 4.7.: (Izda.) Valores de <I>é+) en el plano zy suponiendo que los dos protones estan fijos en
el eje Y en posiciones dadas por y = Q/2 y y = —Q/2. (Dcha.) Valores de la densidad

ot

asociada a en el plano xy.

Figura 4.8.: Izda.) Valores de CIJE_) en el plano xy suponiendo que los dos protones estan fijos en el

eje Y en posiciones dadas por y = Q/2 y y = —Q/2. (Dcha.) Valores de la densidad

)

asociada a <1>£* en el plano zy.
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h2 R?
Hn = VR2 T 2M,
y puesto que la energia de traslacién de la molécula como un todo no nos interesa,
separamos los grados de libertad relativos de los del CM. Para ello definimos el siguiente
conjunto de coordenadas

82

Ri2 = Ry — Ry,
R — MiRi+M>Ro
cm My +Mo

A lo largo de esta seccion expresaremos frecuentemente Rio en coordenadas esféricas

Ri2 = (R,Q),

donde R es es mddulo del vector Ria y 2 = (6, ¢) son los dngulos directores. Al cambiar
al nuevo sistema de coordenadas el hamiltoniano se expresa como

Mmoo vr, P, P g Pl gy op
T U(My + M) R 24 RYL T 2(My + M) Rém o 2 RORFTTT ouR2
M M-
donde p = L2 65 la masa reducida asociada a los dos niicleos e I es el momento

My + Mo
angular relativo del nicleo 1 con respecto al niicleo 2. De esta forma si nos situamos en

el st del CM tenemos

h2 h?
H, = >

e introduciendo este resultado en la ecS nuclear, resulta

12

R 1 h?

Una solucién de la forma
U(R)
R

factorizada en una parte radial U(R) y en una parte angular Y,i (), que satisface

q)n(Rv Q) = Y;‘L(Q)7

2Y(Q) = A%(i+1)Y,i(Q),
LY (Q) = hmYi(Q),

permite, tras substituirla en la ecuacién precedente, llegar a la ecuacién radial
n? d? B R%i(i + 1)
2uR?2

Recordemos, una vez mas, que los niveles electrénicos E(R) constituyen el pozo de
energia potencial en el que se mueven los dos ntcleos. Los niveles electronicos mas

} U(R) = EU(R).
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bajos poseen un minimo local para una cierta distancia internuclear Ry. La existencia
de este minimo garantiza que se produzca el enlace quimico. Para obtener las primeras
soluciones de la ecuacién precedente suele ser habitual desarrollar en serie de potencias
E.(R) alrededor de Rg. Si procedemos de esta forma los niveles electrénicos pueden
escribirse de forma aproximada como

dE 1 /d*E
E. = F, e — 2= — 24
(R) (Ro) + <dR>no (R - Ro) + 5 (dR2 )RO (R —Ro)* +

d*E
y teniendo en cuenta que E.(R) posee un minimo en R y definiendo K = < dRze >
Ro

y Eeo = E.(Ryp), resulta que el potencial electrénico se confunde de forma bastante
aproximada con el de un oscilador armoénico, es decir

1
E.(R)=FE¢ + §K(R_ Rm)2 4+

Por lo tanto la ecuacién radial puede reescribirse de la siguiente forma

n? d? 1 RZ%i(i + 1)
————+FEo+-KR—-Rn)*+——5—> ¢ UR) = EU(R).
{5+ Bt KR =R+ D 0(R) = EU(R)
En esta aproximacion el potencial consta, ademas de un término constante Fp, de un
90
término vibracional u oscilatorio %K (R — Ri)? y de un término rotacional hig;;l),

llamado asi porque coincide con la energia cinética de una particula que rota a una
distancia R del origen de coordenadas con momento angular .

Resulta especialmente instructivo realizar una estimacion del orden de magnitud de
estos términos del potencial en la molécula H;r Las energias asociadas al movimiento
vibracional son

1
Em-b:hw<n+2>, n € Np,

donde
o [P
W
y
d*E, B & 1_;<1+Q)€_2Qi{(1—g)(1+Q+Q2/2)6‘Q+2(1+Q)e—@}

h= <d732>n T a2 dQ? 1+ (1+Q+Q2/2)e @

_1E

S

. Me _
con lo cual, teniendo en cuenta que — = 1073, resulta
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(http://fig.alqua.org)

Figura 4.9.: Espectro completo de niveles de energia del ién H, .

h2E E; m2e? 1
hw ~ I2 ~oy [ 2L f%E% ~ 1072Fy,
10pag 10 ph? V5 u

En comparacién con estos valores las energias asociadas al término rotacional son clara-
mente menores ya que

2 2
Epor = < h > ~ e 10788,
21 R2 2uad  p
razén por la que podemos efectuar una aproximacion adicional que afecta exclusivamente
al término rotacional y que consiste en substituir R por Rg. Por otro lado la cantidad
,uR(Q) es precisamente el valor esperado del momento de inercia Z de la particula con masa
relativa con lo cual la ecuacién radial de los niicleos y las energias moleculares se suelen
escribir como

h%i(i+ 1)

27

h? d? 1
=+ FE+ - K(R—Rp)?
{Q,U,dRQ—i— 0t 5 (R—Rm)” +

} U(R) = EU(R),

1 h2i(i 4+ 1
)‘FZ(ZH, n,1 € Np.

E:E60+Evib+Erot:EeO+m(n+2 2T

4.3.5. Espectros moleculares y tipos basicos de moléculas

El valor de la energia de un nivel molecular consta siempre de tres contribuciones.
La méas importante es la energia electrénica que viene dada por el minimo del nivel
electrénico. En el caso de la molécula H2Jr sélo existe un nivel electréonico ligante y por
lo tanto un tnico valor E.y. En moléculas més complejas podemos tener un conjunto
formado por varios valores E.g. Por cada nivel electrénico podemos tener una infinidad
de niveles vibracionales asociados a los distintos valores del namero cuanticon = 0,1, -- -,
y por cada nivel vibracional existe una red mas tupida de niveles rotacionales etiquetados
por 1.

La figura 4.9 muestra el espectro electrénico del ion H; . Adems4s de los niveles predi-
chos en el modelo tedrico simple utilizado en la seccién anterior, se muestran otros niveles
muy excitados. El cero de energia corresponde a la ionizacién en un dtomo de hidrégeno
mas un proton. Los niveles electrénicos de una molécula diatémica se etiquetan indicando
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(http://fig.alqua.org)

Figura 4.10.: Espectro molecular esquemético

el valor absoluto de la proyeccién del momento angular orbital sobre el eje molecular (que
es un buen nimero cudntico) mediante letras griegas, a saber: o(|m;| = 0), 7(jmy| = 1)
d(|my| = 2), etc. Ademas se indica el orbital u orbitales atémicos a partir de los cuales se
construyen los orbitales moleculares, y en el caso de moléculas homonucleares se indica
mediante un subindice si la fdo es simétrica (g) o antisimétrica (u).

Por su parte la figura 4.10 muestra de forma esquematica el espectro molecular com-
pleto de una molécula genérica. La distancia tipica entre niveles electrénicos es del orden
del eV mientras que dentro de cada nivel electréonico la separacion entre niveles vibra-
cionales es mucho menor y, aun mas pequena, entre niveles rotacionales para cada nivel
vibracional.

En la naturaleza encontramos tres tipos de moléculas que se diferencian ficilmente
a partir de la forma de las curvas caracteristicas de sus niveles electrénicos. La figura
4.11 muestra los tres tipos de curvas de potencial correspondientes. Las moléculas en
sentido estricto son las que tienen curvas de potencial tipo (a) y vienen caracterizadas
por energias de ligadura del orden del eV y distancias internucleares del orden de 1A. En
estos casos los nucleos estan ligados por verdaderas fuerzas de valencia, bien de origen
iénico, bien de tipo covalente. Las moléculas que presentan curvas de tipo (b) reciben el
nombre de moléculas de van der Waals, y en ocasiones no se consideran como verdaderas
moléculas en la literatura cientifica. Su curva de potencial es muy poco profunda lo que
da lugar a energias de ligadura del orden de 0.1eV y con su minimo situado a distancias
que oscilan entre 3A y 5A. Sus dtomos se atraen débilmente debido a los pequenos dipolos
eléctricos que se forman en cada uno de ellos por la presencia de la carga de los atomos
préximos. El tercer tipo viene caracterizado por curvas de tipo (c). No son en ningin
caso verdaderas moléculas. Observese que su curva de potencial es siempre positiva y
decreciente lo que da lugar sélo a fuerzas repulsivas. Se trata en realidad de estados de
colision de dos o mas atomos que se comportan como lo haria una verdadera molécula
en un estado muy excitado.

4.4. Problemas

4.4.1. Enunciados

1. [A] Utilize la tabla con las energias del espectro discreto del He y

a) obtenga la longitud de onda asociada a la transicién (1s2p)'P — (1s2)'S.

http://alqua.org/libredoc/IFC2 121



http://alqua.org/libredoc/IFC2

4. Sistemas con pocos electrones

122

(http://fig.alqua.org)

Figura 4.11.: Niveles electrénicos asociados a los tipos basicos de moléculas

b) determine la transicién correspondiente a la linea roja de 6678A.

¢) encuentre la transicién asociada a la linea amarilla de 5785A.

[A] Utilizando la aproximacién de particula independiente y el concepto de apan-
tallamiento, intente obtener la energia del estado fundamental del helio y da el
valor de la carga efectiva que “ve” cada electrén. Dato: Egpp (He) = —24.58eV.
Tomamos como cero la energia del helio ionizado: Fgp (He™) = —54.4eV.

[A] Calcule el momento magnético asociado a los niveles de energia mas bajos del
parahelio y del ortohelio. El momento magnético lo definimos como

Z'sz + gs ZSZ>

[A] Calcule el radio cuadrético medio del estado fundamental del He y a partir de
él obtenga una estimacion del tamano de este atomo. El radio cuadratico medio se
define como rgm = (3" r?).

B
M = % <(I)1n;lml:l,sms:s

(I)ln;lml:l,sms:s>

[T] Obtenga una estimacién de las energias de los niveles (1s,nxz(l))X(I) del He,
despreciando la integral de intercambio y resolviendo de forma semicuantitativa la
integral directa.

En la molécula de HC' se observa un cierto nimero de lineas de absorcién cuyas
energias (en cm 1) son: 83.03, 103.73, 124.30, 145.03, 165.51 y 185.86. ;Se trata de
transiciones electromagnéticas asociadas al espectro vibracional o al rotacional?.
En el primer caso jcual es la frecuencia caracteristica?. En el segundo ;cuial es el
momento de inercia y qué valores del momento angular les corresponden?.

nota: En las transiciones entre niveles moleculares asociados al mismo nivel elec-
trénico se cumplen las siguientes reglas de seleccion: An = +1, Ai = +1.

Considere la energia de una molécula en la aproximacién
2

2uR?

1
E:E06+§,uw2(7€—7€m)2+ i(i 4 1).

Encuentre la posicién en que la energia es minima y calcule el momento de inercia
utilizando la nueva posiciéon de equilibrio. Demuestre que en estas condiciones la
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4.4. Problemas

energia rotacional es de la forma

Erop = Ai(i+1) + Bli(i + 1)]* + - -

Un nivel electrénico ligante puede describirse mediante el llamado potencial de

MORSE
) = a{ [t (B3] 1}

a) Explique el significado de los pardmetros del pozo y haga un dibujo aproximado
del mismo.

b) Si A =10eV y Ry = 1A obtenga B a partir de la energia vibracional de punto
cero que vale 0.5eV.

La figura muestra la energia potencial del nivel ligante de dos moléculas diatémicas
homonucleares que poseen la misma masa reducida. Se pide que determine:

a) ;Cual de ellas viene caracterizada por una mayor distancia internuclear?.

b) {Cual de ellas posee mayor energia vibracional de punto cero?.

c¢) (En cual de ellas es mayor le momento de inercia?.

(http://fig.alqua.org)

4.4.2. Algunas soluciones

2. Para obtener la energia del fundamental utilizamos n, = n, = 1 ya que suponemos

los dos electrones en el mismo nivel. La expresion de la energia en la aprox. de
particula independiente es

1 1 1 1
Enanb = - <n2 + 712) ZQE[ + Er (H€+) = — <n2 + n2> ZQE] + 54.4eV
a b a b

Para el fundamental

FE11 = —Z%E; + 54.4eV

Aqui no hemos tenido en cuenta el apantallamiento. Para hacerlo substituimos
Z = 2 por una cierta Z.y y asi:

Epp = —2E;Z}; + 54.4eV = —24.58¢V
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4. Sistemas con pocos electrones

Despejando la carga efectiva obtenemos
Zep = 1.7

es decir, que cada uno de los dos electrones “ve”, por culpa de la presencia del otro,
no 2 protones, sino 1.7. Este resultado es muy parecido al que obtenemos con el

método variacional: .
ot =1 — —
of 16
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5. Introduccion a la fisica estadistica:
distribucion de Maxwell-Boltzmann

5.1. Introduccidn

A lo largo del curso hemos estudiado sistemas constituidos por pocas particulas en
interaccion. Se trata de los ejemplos mas sencillos de dtomos y moléculas. En general,
este tipo de sistemas pueden contener, a lo sumo, cientos de particulas. En adelante
trataremos de forma simplificada sistemas que poseen un niimero de particulas del orden
de N4 (ntimero de AVOGADRO). Ejemplos caracteristicos de este tipo de sistemas son
un gas molecular contenido en una vasija, los electrones (cuasi)libres de un metal o el
plasma que forma parte de una enana blanca.

Este capitulo supondra una introduccién a los métodos que la Fisica Estadistica uti-
liza para estudiar estos sistemas. Ademé&s introduciremos como ejemplo més sencillo de
las nuevas idéas la distribucién de MAXWELL-BOLTZMANN (MB). Esta describe las ocu-
paciones de los estados accesibles por las particulas de un sistema clasico. El siguiente
capitulo se dedicard al estudio estadistico de sistemas cudnticos formados por particulas
idénticas.

5.1.1. Fisica estadistica

La Termodinamica aborda el estudio de los sistemas macroscépicos sin tener en cuenta
cuales son sus constituyentes basicos ni sus interacciones. Para ello introduce las llamadas
vartables de estado que caractericen de modo univoco el estado macroscépico del sistema.
Las variables de estado no son independientes, sino que estan relacionadas las unas con
las otras por ligaduras entre las que podemos distinguir:

= Jeyes universales independientes del sistema utilizado. Son los principios funda-
mentales de la termodindmica y son insuficientes para especificar la evolucién del
sistema.

» ecuaciones de estado propias de cada sistema. La Termodinamica no fundamenta
el origen de estas ecuaciones.

Por su parte, la fisica estadistica intenta obtener una caracterizacién del sistema partien-
do de la naturaleza de sus constituyentes y de las interacciones ente los mismos. Utiliza
métodos estadisticos para obtener los valores medios de las magnitudes, y a veces, sus
fluctuaciones en el tiempo. Normalmente estos valores medios son, o estan relacionados
con el valor tipico de cada magnitud en el equilibrio. De esta forma podemos predecir
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5. Introduccion a la fisica estadistica: distribucion de MAXWELL-BOLTZMANN

a partir de primeros principios las propiedades mas importantes de un sistema termodi-
namico y, en particular, las ecuaciones de estado.

Macroestados y microestados

Vamos a considerar un sistema aislado que ocupa un volumen bien definido V. De
acuerdo con la termodindmica N,V y E son variables adecuadas para caracterizar el
equilibrio!. Inicialmente el sistema no se encontrard en una situacién de equilibrio por
lo que hay que anadir una serie de variables macroscopicas adicionales, « para describir
completamente el sistema. Llamaremos macroestado del sistema al conjunto

{E,V,N,a(t)}.

Si quisiéramos hacer una descripcion en mecédnica cldsica del sistema, deberiamos dar
sus coordenadas y momentos: especificar el microestado.

{ai (), pi (D}iz1 v

o de forma compacta

Q) = (a(t),q2(t),.--,an(t)),
P(t) = (p1(t),p2(t),...,pn(1)).

Cada par Q,P define un punto en un espacio de dimensién 6N, el espacio de fases del
sistema, de forma que un microestado en mecanica clasica define un punto en dicho
espacio. La evolucion temporal del sistema se asimila a una trayectoria en el espacio de
fases.

Es posible deducir propiedades muy generales sobre el comportamiento de las trayec-
torias en el espacio de las fases pero, es imposible medir experimentalmente o calcular
la trayectoria especifica de un sistema macroscépico. Para obtenerla utilizariamos las las
ecuaciones de HAMILTON asociadas al hamiltoniano del sistema que supondremos de la
forma

N 2 N
P;
HQP) =3 P 5™ V(g —a).
i=1 i>j=1

Las ecuaciones de evolucién son entonces

Q= —2p &
. 0H(Q,P)
e

con 6N ~ 102 condiciones iniciales

QY = Q(t=0),
PO = P(t=0).

'Normalmente se emplearfa la temperatura T’ y no la energfa del sistema. Sin embargo para llegar a una
definicién estadistica de la temperatura es preferible partir de la energia
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5.2. Hipotesis ergodica

El almacenamiento de las condiciones iniciales requiere un disco de aproximadamente
10'Gb y el célculo de la trayectoria en un ordenador que proporcionase 1G flop requeriria
del orden de 10'%s. por cada incremento elemental del tiempo?.

Es evidente que el estudio tedrico de estos sistemas necesita una aproximacion radi-
calmente diferente. Como primer paso en sea direccién nos interesa trazar la relacién
existente entre macro y microestados. Lo primero que podemos afirmar es que dicha
relacién no es biunivoca, ya que existen muchisimos microestados correspondientes a un
sélo macroestado. Consideremos, por ejemplo, la ecuacion

H(Q7P) =K,

que determina el lugar geométrico de todos los puntos del espacio de fases que son compa-
tibles con una energia E. Esta ligadura reduce el espacio accesible a una (hiper)superficie
en el espacio de fases que posee 6N — 1 dimensiones. La imposiciéon de que el volumen
sea una constante V, reduce atin mas la region accesible dentro del espacio de las fases
pero el < <volumen> >de la misma sige siendo enorme, es decir, nunca dejaremos de
tener un conjunto enorme de puntos del espacio de fase asociados a cada macroestado.

Ejemplo. Consideremos una particula bajo el hamiltoniano armoénico

2
p 1. 5

H = — + —kqg°.

(pa) = 5+ 5ka

La ecuacion

p2 1k‘2

H —E=2 4=
(p,q) 5 T ok

nos conduce a una elipse sobre el espacio de fases como lugar geométrico de los (micro) estados

accesibles. )

2
() () -
2mE %

Podemos ver que a un sélo macroestado (caracterizado por la energia) le corresponde una infini-
dad de microestados.

5.2. Hipétesis ergddica

Esta idéa debida a BOLTZMANN es la que permite transformar un problema dindmico
en un problema estadistico. Sea una magnitud fisica A cuyo valor en un instante ¢ se
relaciona con el micrestado del sistema como A (t) = A(Q (¢),P (¢)).

1. Si estudiamos la evolucién temporal del sistema durante un lapso de tiempo su-
ficientemente largo observamos que, independientemente de la situacion inicial, el
equilibrio se alcanza rapidamente. Por ello, la magnitud A(¢) toma durante casi
todo el intervalo de estudio un valor igual al del equilibrio. Esto es, el promedio

2 Actualmente se puede estudiar la evolucién temporal de sistemas clésicos constituidos por varios millones
de particulas.

http://alqua.org/libredoc/IFC2 127



http://alqua.org/libredoc/IFC2

5. Introduccion a la fisica estadistica: distribucion de MAXWELL-BOLTZMANN

5.3.

P

Figura 5.1.: Trayectoria del oscilador armonico unidimensional en el espacio de fases.

temporal de la magnitud durante un intervalo temporal suficientemente largo es
indistinguible de A¢q. Asi

Auy = Tim A@) = 1im ~ [ AP @), Q) dt

T—00 T—00 T Jo

Esta ecuacién relaciona el valor de la magnitud en el equilibrio con la trayectoria
del sistema en el espacio de las fases P (t), Q (¢). Dado que no podemos calcularla
explicitamente se hace necesario introducir una hipétesis simplificatoria. La hipo-
tesis ergddica supone que a lo largo de su evolucién temporal la trayectoria del
sistema en el espacio de fases pasa un mismo numero de veces por todos y cada
uno de los puntos® de dicho espacio compatibles con las condiciones macroscépicas
dadas (enegia, volumen...). En otras palabras, todos los puntos de la regién del
espacio de las fases definida por el estado macroscépico son igualmente probables.

Evitamos asi el cédlculo de integrales temporales que a su vez requieren conocer
la trayectoria del sistema en el espacio de las fases. Si llamamos R(E,V,N) a
la regién de acceso permitido por las ligaduras macroscépicas y Q (E,V,N) a su
volumen tenemos

1
A= [ A@QP) dqap

con lo que se pasa de un promedio temporal a un promedio espacial sobre un sub-
conjunto del espacio de las fases. El problema ahora es esencialmente geométrico.

Equilibrio en fisica estadistica

La hipotesis ergodica permite, entre otras cosas, comprender desde un punto de vista
microscépico como se alcanza el equilibrio rapidamente cuando el nimero de grados

3Esto es una versién simplificada. Una versién moderna es una afirmacién no sobre todos los puntos, sino
sobre una particién suficientemente fina.
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5.3. Equilibrio en fisica estadistica

de libertad (N) es muy grande. Sea R la regién del espacio de las fases compatible
con las condiciones macroscépicas impuestas al sistema (E,V, N) y que se subdivide en
regiones R,,; segin las condiciones adicionales que se afiaden para distinguir situaciones
diferentes a la de equilibrio. Cada una de estas regiones define un macroestado E, V, N, «;.
Supongamos que una de las regiones R,, ,R.,, por ejemplo, es extraordinariamente
grande en comparacion con las demds. Esto implica (hip6tesis ergédica) que el sistema,
sea cual sea su estado inicial, pasard la mayor parte del tiempo en la regién R,,,. Dicho de
otra manera los valores promedio de las diferentes magnitudes seran los correspondientes
a los puntos (microestados) de esta regién. Podemos decir que la regién R,,, define
realmente el equilibrio.

Por supuesto tenemos todo el derecho a preguntarnos porqué el espacio de fases de un
sistema debe estar dividido de esta forma tan peculiar. Veamos un ejemplo sencillo que
ilustra que las cosas suceden asi, siempre que el niimero de particulas sea suficientemente
grande.

Ejemplo Consideremos un sistema formado por N osciladores unidimensionales cuya energia
total es igual a F.

El hamiltoniano del sistema viene dado por la expresion

Y P2 1 2 2
H(P7Q):Z<2,;,L+2mw Qi>a

=1

y haciendo el cambio de variables x = \/%Tn’ y =4/ 5 wq nos queda

N
HP,Q) => (¢ +v7)
i=1

De esta forma el volumen en el espacio de las fases sera

N
2
Q(E,V,N) = / dp™dgN = () / daN dy™N
H(Q,P)=E w S (x2+y2)=E

Ahora bien la tdltima integral caracteriza la superficie de una esfera de radio v/E en un espacio
de 2N dimensiones y por lo tanto

N N N &N
2 T 2T E
QE,V,N)=|{— EN 1~ [ 22 —_—
(B,V,N) (w) I'(N) w NV’
donde hemos usado que N ~ N — 1. El equilibrio de un sistema de particulas libres se caracteriza
porque cada una de ellas porta una energia ¢ = % de modo que N; particulas cualesquiera

tendran una energia igual a %E Consideremos ahora una situacién en la que las primeras
N; < N particulas poseen una energia Fy = AE, A € [0,1] y las restantes No = N — N; portan
una energia Fs = (1 — A)E. En general se tratard de un estado fuera del equilibrio. Si admitimos
que la fraccion A estd fija entonces el numero N; de particulas juega el papel de etiqueta .
Cuando N1 = AN estaremos en la situacién de equilibrio ya que en este caso se cumplird que
Ey = \E = %E El volumen en el espacio de las fases asociado al macroestado en el que IVy
particulas portan una energia AE puede obtenerse repitiendo los célculos anteriores
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N

Figura 5.2.: Una binomial se confunde con una gaussiana centrada en AN

N M o £
100 50 5 %
1
1000 500 5V10 ol

102 19 5x10 10712

1

Cuadro 5.1.: Algunos ejemplos con A = 3

)\Nl(l _ )\)(N*Nl)

N Ny N,
2 E B2 N!
=) S = B VN)
N1l No! N1INo!
Como todos los microestados del espacio de fases son igualmente probables, la probabilidad de
dicho macroestado serd

Q(E1, N1, Ey,Np, V) ~ (w

Q(Ey, Ny, Es, Na, V) N!

P(E17N1>E27N27V) = Q(E,‘/,N) = N1|N2'

AV (1 = NWV=ND = BN, X)(NY)

donde B es una distribucién binomial. Como N es un niimero muy grande la distribucién binomial
se confunde con una distribucién normal de media N; = AN y desviacién tipica o = \/A(1 — A\)N.

Como N es un numero enorme, de hecho es del orden de Ny, su raiz vV N es despreciable frente
a él. Es decir, el intervalo alrededor de la media donde la distribuciéon de probabilidad toma
valores apreciables es extraordinariamente pequeno. Por lo tanto sélo aquellos macroestados
donde N7 ~ AN tienen una probabilidad apreciable de ocurrir.

5.4. Definicion estadistica de entropia

La entropia S es introducida en 1850 por CLAUSIUS. Se trata de una variable de estado
cuya variacién entre dos macroestados muy préximos viene dada por

5@7’81}

T
donde 0@, es el calor interacambiado con el entorno durante un proceso reversible que
pasa de un estado a otro. El segundo principio de la Termodindmica afirma que

s =

= dS = 0 para un sistema aislado y en equilibrio y ademas S = Syqz
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5.4. Definicion estadistica de entropia

Al

t

S/k

Figura 5.3.: a) Trayectoria en el espacio de fases y b) la funcién £ (t)

= dS > 0 en procesos irreversibles.

Segun lo explicado cuando el sistema evoluciona hacia el equilibrio va atravesando pe-
quenas regiones de no equilibrio y tiende hacia la zona de mayor volumen del espacio
de fases, la que agrupa un numero gigantesco de microestados. Entonces es razonable
establecer un principio que vincule volumen del espacio de fases y entropia por medio
de una funcién f creciente. Asi

S=f(Q).

Por otro lado sabemos que la entropia es una variable extensiva de forma que si el
sistema consta de dos partes con entropias S; y S2 respectivamente, se cumplird que
S = 514 S,. Ahora bien el nimero de microestados compatibles con el macroestado del
sistema total es 0 = Q189 ya que por cada microestado en el subsistema 1 tenemos 2
en el subsistema 2. De modo que

S = S1+85 = () = f(2180)
S = Si+8 = f()+ f(Q)

con lo que concluimos que f (21Q2) = f(Q1) + f (Q2). Este resultado condujo a BoLTz-
MANN a postular que:

S =klog

donde 2 es el volumen del espacio de las fases accesible o, dicho de otro modo, el
nimero de microestados accesibles en un macroestado determinado. Como la entro-
pia termodindmica tiene dimensiones de [ET~!] es necesario introducir una constante
k que posea dichas unidades. Recibe el nombre de constante de BOLTZMANN y vale
k = 8.631 x 10 %eVK~!. Mas adelante obtendremos esta valor estudiando desde un
punto de vista estadistico el gas ideal y comparando las predicciones obtenidas con los
datos experimentales.

Por dltimo es conveniente comentar que mientras el segundo principio de la Termo-
dindmica establece que .S nunca decrece en el marco de la Fisica Estadistica este es un
hecho posible, pero altamente improbable: sélo ocurrird durante intervalos de tiempo
extraordinariamente pequenos de forma que es muy dificil observar el fenémeno y, en
promedio, la entropia resulta ser una funcién creciente.
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5.5. Paso a la Mecanica Cuantica

En esta seccién intentaremos adaptar de una forma sencilla (y alejada del procedi-
miento general) los conceptos anteriores a la Mecdnica Cuédntica. Supondremos que el
hamiltoniano del sistema, aislado y formado por un nimero de particulas N > 1 que
ocupan un volumen V constante, es del tipo

N N
H=> h(i)=>Y_t()+v()
=1 =1

donde el potencial a un cuerpo v puede caracterizar un campo externo (independiente
del tiempo) que actua sobre las particulas del sistema, o bien representar una interaccién
promedio sobre la particula generada por las restantes. Este potencial promedio puede
obtenerse utilizando el método variacional, normalmente en su version HARTREE-FOCK.
Este método funciona mejor cuanto mayor sea el nimero de particulas. Introducimos las
autofunciones y autoenergias del operador correspondiente h

hols = e,k

donde ahora a = 1,2... enumera las energias y k, = 1,2...¢g, = deg(g,) las dege-
neraciones. Las autoenergias son, en general, funciones del volumen y del ntimero de
particulas

€a=¢a(V,N)

La ocupacién del nivel ¢, la cuantificamos por el nimero entero n, y llamaremos distri-
bucion {ng} a la coleccién de ocupaciones de los distintos niveles. Evidentemente

N = E Ng
a
Por otra parte, en el tema anterior obtuvimos que las autoenergias de un hamiltoniano

a un cuerpo son
E = E NgEa
a

Para conectar con los conceptos precedentes consideremos una magnitud fisica cuyo valor
para una sola particula, f(g,), es funcién del nivel en el que se encuentra la particula.
Por ejemplo, si dicha magnitud es una componente del momento angular tendremos

La(ga) = (Cba‘ Lo ’(ba)

Supongamos que f es extensiva de manera que para su valor total (para las N particulas)
es

F({na}) = naf (ca)

Parece razonable que en este formalismo el papel de macroestado venga representado por
la distribucién {n,} de particulas en los distintos niveles de energia accesibles. El volumen
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5.5. Paso a la Mecéanica Cudntica

de la regién del espacio de las fases asociada a unas ciertas condiciones macroscépicas
se substituye por la funcién Q ({n,}) que nos da el nimero de formas distinguibles en
que podemos distribuir las N particulas en los niveles del sistema de forma que las
ocupaciones den lugar a la distribucién {n,}. Cada una de dichas formas juega aqui el
papel de microestado. Al equilibrio le corresponde, de todas las distribuciones posibles,
aquella {ng?} que maximiza Q.

El valor de F' en el equilibrio se calculard, de acuerdo con la hipdtesis ergddica, como
un promedio sobre todos los microestados posibles. En términos de distribuciones

o T 2 F({na})
“ Z{na} Q({na.})

Hacemos la aproximacion
Q ({na’}) F ({na'})
Q({na’})
= > nilf ()
a
Por lo tanto el valor en la situacién de equilibrio, de cualquier magnitud extensiva es

., . € . . .’ . z
funcién de las ocupaciones ng!. Podemos introducir también el valor medio por particula
de una magnitud como

- F, 1 .
[ = Nq = Nza:naqf (€a)

El objetivo prioritario es obtener las ocupaciones en el equilibrio para lo cual procede-
remos como sigue:

1. deduciremos la expresion funcional de © ({n,}), que depende profundamente de la
naturaleza de los constituyentes del sistema, es decir, de que sean distinguibles o
no, y en este caso, de si son bosones o fermiones

2. maximizaremos dicha funcion.

Ejercicio (para distinguir microestado y distribucién). Sea un sistema formado por 3 particulas
que pueden ocupar 2 niveles de energia €; con g1 = 2 y €2 con go = 2. Enumere todos los
microestados que corresponden a n; = 1 y ne = 2 segin que

1. Las particulas sean distinguibles
2. las particulas sean indistinguibles

Al resolver este tipo de problemas se suele considerar cada nivel de energia como una caja dividida
en un numero de subcajas igual a la degeneracién. Entonces el niimero de microestados viene
dado por las diferentes formas en que podemos distribuir las particulas (3) en las celdillas (4),
cumpliendo las restricciones dadas (ny = 1y ne = 2). Se puede

1. etiquetar las particulas mediante letras 6 niimeros si son distinguibles. En nuestro problema
obtenemos Q(1,2) = 24.
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(http://fig.alqua.org)

Figura 5.4.: Cajitas, cajitas. ..

2. representarlas por puntos (u otro simbolo) si son indistinguibles.

a) Los bosones pueden apilarse en el mismo estado de forma que € (1,2) = 6.
b) Los fermiones no (repulsién efectiva...) con lo cual Q(1,2) = 2.

5.6. Distribucion de Maxwell-Boltzmann

Se llama asf a la ley que obedecen las ocupaciones en el equilibrio {ng!} de un sistema
formado por un nimero enorme N de particulas distinguibles que estan sometidas a las
condiciones macroscépicas establecidas en la seccién anterior, es decir, >, n, = N = cte
Y Y oaNa€a = E = cte. Tradicionalmente se adjetiva la estadistica de MB como cldsica.
Seria mas apropiado considerarla como una estadistica cudntica valida en aquellos casos
en los que el principio de simetrizacién asociado a la indistinguibilidad de las particulas
idénticas tiene escasa importancia. Al final del capitulo 6 estudiaremos en que limites
ocurre esto.

El primer paso es obtener € ({n,}). Supongamos que las ocupaciones de los niveles
€1, €9, - - con degeneraciones gi, go, - - - respectivamente son nj,ns, - - - . La ocupacién del
primer nivel con n; particulas cualesquiera puede obtenerse de

N\ .,
n1 91

formas distintas ya que las particulas son distinguibles y apilables en un mismo estado.
Para el segundo encontramos
N — ni
< > ga"
n2

posibilidades distinguibles de ocuparlo con ny particulas. Y asi sucesivamente de modo
que el nimero total de formas distinguibles en las que podemos otener la distribucion
dada es

N! (N—nl)'
QO = coogMghz.L.
({na}) n1! (N — nl)! no (N —nyp — 712)! 9192
9a"
= N! 2
1;[ ng!

Para determinar ciales son las ocupaciones en el equilibrio es preciso maximizar esta
funcién teniendo en cuenta que las n, no son independientes, sino que satisfacen las
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restricciones sobre la energia total y ntimero de particulas. Trabajaremos con el logaritmo
de la funcién Q por comodidad. Asi,

log? = logN!+ Zloggg“ — Zlogna!
a a

= log N!+ Znalogga — Zlogna!
a a

Admitiremos que N > 1 implica que las ocupaciones individuales también son n, > 1
lo que permite

1. eliminar los factoriales mediante la aproximacién de STIRLING:

logng! >~ nglogng — ng.

2. tratar las ocupaciones como cantidades continuas.

Con objeto de aplicar los multiplicadores de LAGRANGE, introducimos la nueva funcién

q)({na}>a7/8) =logQ + <N_Zna> + (E_Zna5a> )

donde, ahora si, las ocupaciones n, se tratan como independientes lo mismo que las dos
variables adicionales a y . El punto critico queda definido por las ecuaciones

0P
da
0P
op
que implican respectivamente que N — %" n, =0y que E =) n,c, =0,y
0d
ony
de dondel deducimos que log g, — logny — a — Bep = 0.

Admitiremos que este (inico) punto es el méximo de la funcién de forma que la

ocupaciéon del nivel g en el equilibrio es
eq __ —a—fe
n,' = gpe b

donde los valores de a y 0 quedan determinados por los valores de F' y N. En efecto,si
definimos la funcion de particion del sistema, Z ((3):

Z (/8) = Zgaeiﬁea

tenemos que

N = St = e Y gue e — e 2(5)
a a
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(http://fig.alqua.org)

Figura 5.5.: Aspecto de la distribucién de Maxwell-Boltzmann: %(e)

lo que establece una relacion entre los dos pardmetros

e ¢ = N
Z(B3)
y nos permite escribir las ocupaciones en el equilibrio como
N
€q __ —Beyp
n,” = gp€ )
b Z(B)

expresion que se conoce con el nombre de distribucién MAXWELL-BOLTZMANN.
De la segunda restriccién asociada a la energia se deduce que (§ es dependientes de la
energfa total del sistema?

E = anqsa
a
Y g,
N
_ —Bea
- Z(ﬁ)za:ea(gae 6)

N d(X gae %)

- Z(B) dp
di(ﬁﬁ)
AT
= —Ng;(og2(9)),

e invirtiendo la relacién encontrariamos § como funcién de la energia interna del sistema
E. Este resultado nos indica que el parametro 8 debe estar muy relacionado con la tem-
peratura del sistema. Veremos maés adelante que (3 estd relacionado con la temperatura
como 3 = ﬁ Esta expresion nos permite dibujar la distribuciéon de MB para distintas
temperaturas Cuando la temperatura es baja (3 alta) la pendiente de la exponencial
es pronunciada con lo cual solamente los niveles de menor energia tienen ocupaciones

1En realidad no depende sélo de E, sino también de N y V porque la fdp Z depende de los niveles de
energia que a su vez dependen de V' y quiza de N.
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apreciables. Por el contrario, los niveles de energia mas altos estan sensiblemente ocu-
pados cuando la temperatura es suficientemente alta (3 pequena) (el decaimiento de la
exponencial es suave).

Si F' es una magnitud extensiva cualquiera

Fo= S s ()

e )

y el valor medio por particula es

- F 1 e
f_N_Z(B)Za:gae f(ca)

5.7. EIl parametro (3 y el equilibrio térmico

Con esta seccién iniciamos un camino que nos permitira demostrar que % = kT vy,
ademads, familiarizarnos con el formalismo que hemos introducido. Hemos visto que (3
es una funcién de la energia interna del sistema y dado que sabemos (por la termo-
dindmica) que esta variable estd intimamente relacionada con la temperatura debemos
concluir lo mismo para (. Para profundizar mas en esta idea demostraremos primero
que este pardmetro satisface también una “ley 0”. Consideremos dos sistemas aislados
y caracterizados por las variables N, E,V y N’  E', V' respectivamente y tales que sus
niveles vienen caracterizados por energias y degeneraciones €q, ga Y €4y, G-

La fdp del primer sistema es

Z(B) = Z gae_ﬂsa

y de ella puedo obtener el valor de 8 como funcién de la energia

B =pB(E),
expresion valida en el equilibrio. Procediendo de la misma forma para el segundo sistema
tenemos
Z'(B) = ghe
a
y

g =p(E)
A priori ambos valores son distintos, tanto porque las fdp son diferentes como porque
las energias internas de los dos sistemas también lo son. Ahora permitimos interaccio-
nar a los dos sistemas intercambiando energia, pero no materia. En cualquier caso el
nuevo supersistema se encuentra aislado del entorno de modo que las nuevas cantidades
conservadas son
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’
N N

Figura 5.6.: Sistema para establecer la relacién entre 5y T'.

N = Zna
N = an

v la energia total
Bt =E+E = nica+ Y me,
a a

Obviamente para obtener la nueva distribucién en el equilibrio debemos identificar la
funcién Q ({n.}, {n,}). Por consideraciones combinatorias esta funcién, que da el niimero
de formas distinguibles de construir una distribucién, es el producto:

a a

A continuacién hay que determinar el maximo de esta funcién por el método de los
multiplicadores de Lagrange. Definiendo la funcién

) ({na} {n;} ,Q, a',/B) = log QO+« (N - Zna> +a’ (N’ - Zn&) +3 (Etot - Znaea - aneg

y procediendo como antes tenemos

eq __ —a —fe
n,¢ = geg€ € 7°°
r\eq ! _—a' —Be!
(na) = g,e e e

Estas expresiones nos proporcionan las nuevas distribuciones en el equilibrio que ahora
si dependen de un unico pardametro 3. La razén la encontramos en el hecho de que la
cantidad conservada es la energia total y no las de las dos partes. Podemos enunciar una
ley idéntica a la ley cero de la termodinamica.

Enunciado de la ley 0 Dos sistemas diferentes que interaccionan entre si intercambian-
do energia y en equilibrio estadistico deben tener el mismo valor del parametro

3.

Todo esto ahonda méas en nuestra conviccién de que existe una relaciéon intima entre
temperatura y (3, o sea, § = 3 (T). Para obtener la relacién exacta estudiamos el sistema
macroscopico mas sencillo posible.
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5.8. El gas ideal clasico

Sea un sistema aislado de su entorno, formado por N particulas puntuales y distin-
guibles contenidas en un recipiente de volumen V' y que no interaccionan entre si. Para
facilitar los cédlculos supondremos que el recipiente es un cubo de lado L, atnque las
expresiones que obtendremos tienen validez cualquiera que sea la forma del recipiente.
El hamiltoniano de este sistema es una suma de términos a un cuerpo

con h(r) = —%VQ +V (r), y V(r) cero para ro € (0,L) y 0o en otro caso. Al tratarse
de particulas puntuales solo existe energia cinética de translacién. En FCI al estudiar
este pozo 3D obtuvimos el siguiente espectro

h2r?
Enz»ny’nz = 2mL2

(n§+n§+n§), ne € {1,2...}

Definimos las componentes del momento lineal de la particula en unidades de A como

N

(L/m)

y su médulo k = /3", k2. En funcién de estas cantidades las energfas son

ko =

Ng =

E
L

n? (k3 4k} + k2)

2m

Ely ky ke
h2k2
2m

Podemos considerar los estados de una particula como puntos en el espacio 12 de mo-
mentos. Ahora bien, sélo los puntos con k., € {%, 2%, 3% .. } son estados permitidos ya
que el momento se encuentra cuantizado. Nos interesa determinar el niimero de estados
que hay en un cierto regién del espacio de momentos con volumen 2. Observamos que
cada estado (punto) permitido lleva asociado una pequena celdilla de volumen (%)3
En el interior de dicha celdilla no puede haber otro estado. Entonces, para estimar el
nimero de puntos contenidos en una regién del espacio de momentos podemos dividir
su volumen 2 por el de la celdilla basica. La aproximacién es mejor a medida que L
(V') crece ya que el volumen de la celdilla de reduce y su unién recubrird de forma més
perfecta la regién Q. . Veamos un ejemplo en 2D.

Ejemplo A cada punto le corresponde una celdilla de &rea (ﬁ) Si consideramos la region
{x, y/k2 + kzz <6% }, el nimero de estados podemos obtenerlo por la cuenta de la vieja y es 22.
Utilizando la aproximacion descrita mas arriba tenemos
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a) b)

L

Figura 5.7.: a) Situacién general 3D. b) Caso del ejemplo (2D).

El error cometido es relativamente importante pero a medida que L crece la celdillas basicas se
hacen méas pequenas y por tanto la particion que definen lo suficientemente fina coma para que
recubre correltamente la regién.

De la relacién entre energia y momento podemos despejar el médulo de éste

B2
Es evidente que los estados con energia € se sitian sobre el primer octante de una esfera

en el espacio de momentos cuyo radio viene dado por la expresion anterior. Y los estados
con energias en el intervalo (¢ € + d¢) ocupan un octante de cascara esférica cuyo espesor

es
2me
m
Y 2ii2esdE

Ahora estamos en disposicién de calcular el nimero de estados cuya energia estd en el
intervalo anterior. Este sera

ds2
g(e)de = ——
(r/L)
donde
1 n2m3 2 1
dQ = §47rk:2 () dk = <W> e2de
y, asi

1
3 2
g(e)dezV( m ) e3de

2m4ho

El conocimiento de la degeneracién g (¢) de nos permite calcular la fdp del sistema. Para
ello efectuamos la aproximacién

2(8) =" gae % — /0 T deg(e) e
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de donde

mS 0o e

m 2
=V <27rh25)

Finalmente, la relacion entre (3 y la energia del gas ideal se obtiene utilizando la férmula

E=—N$wmmm>

logZ(3) = log (V (27:22ﬁ> 2)
3

de forma que

Asi estamos en disposicién de realizar la conexién con la Termologia. El calor especifico

a volumen constante es
oF
Cy ==
v (6T>V

y su valor es bien conocido experimentalmente para un gas ideal monoatomico

G = S

donde R = 5.19 x 10" eV K ~'mol~'se conoce como constante de los gases perfectos y
N, es el numero de moles de substancia. Por tanto en un sistema a volumen constante
la energia sera

B — gnmRT

Comparando con la expresién hallada por razonamientos estadisticos tenemos para n,,, =
1mol, N = N4

3 3N4
E?P = —mol RT = —=
2mo T
con lo cual
1 1
B_ molRT = ﬁ’
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donde k = %QR = 1.3810"0erg K~ = 8.63 10 °eV K 'recibe el nombre de constante
de BOLTZMANN.

Para terminar esta seccién daremos la forma continua de la distribuciéon de MAXWELL-
BOLTZMANN para un gas ideal

N N
o= gae 50— dn(e) = g (e)e e

O sea

N it (o
dn(e) = <7rﬁ> V< ik > czePeds

\% m 2m4ho
3
2
= 21N <ﬁ> e2e P e
T

(M9

1 1 €
= 2N | —— | e2e *Tde
<7TkT>
Si las cantidades representan el nimero de particulas que en el equilibrio ocupan el
nivel 4, dn (&) representa el nimero de particulas que en el equilibrio poseen energias
comprendidas en el intervalo (e, € 4 de).

5.9. Entropia y primer principio

Podriamos pensar que la relacion 8 = % es especifica del gas ideal y que en otros

sistemas mas complejos la relacién sea diferente. Para convencernos de lo contrario in-
tentaremos reproducir algunas relaciones termodindmicas muy generales utilizando esta
expresion y la definicién estadistica de entropia.

Un pequeno cambio en la energia del sistema es (1¢” ppo de la Termodinamica)

dE = 6Q—dW
= 0Q —pdV

En nuestro formalismo, donde E = )" g,n,, un cambio infinitesimal de la energia puede
escribirse como

dE = d (Z na€a>
= Z €qdng + Z Nngdeg

expresion completamente general ya que no depende de ninguna distribucién en particu-
lar o, de de si el sistema esta en equilibrio. Insistamos una vez més que las €, son funciones
de (V, N). El primer término de dE, donde las energias individuales se conservan corres-
ponde a un proceso a volumen constante , y el segundo estd asociado a un cambio en el
volumen®. Tenemos separado dE, al igual que en termologia, en dos términos: a volumen

®Nuestros sistemas conservan N mientras no digamos lo contrario.
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constante y a volumen variable. Por lo tanto, hacemos la identificacion

0Q = Zsadna
dW = pdV

= — Z Nedey

Es interesante observar que un trabajo realizado por el sistema se hace a costa de modi-
ficar la energia interna modificando los niveles de energia, mientras que la transferencia
de calor se produce por reorganizacién de las ocupaciones.

Una vez expresado el ppo en nuestro lenguage, pasamos a estudiar la entropia de un
sistema de particulas distinguibles en equilibrio estadistico. En general

S = klog,
y por tanto

n
a

Szkbg@Wllg
n
a

)

S ~ kZ (nalogga—Znalogna> + kN + klog N,

n
S = —k)» nglog (a> + cte.
2,

a
|
a-:

Utilizando STIRLING

En le equilibrio las ocupaciones vienen dadas por la distribuciéon de BOLTZMANN, de
manera que

N €a
S = k’gngq <1Ongq—'> s
1 N
= T anﬂea — kN log 7
E N

= = —kNlog—
7 og —,

expresiones en las que hemos despreciado los términos constantes y hemos utilizado la
relacién 8 = ﬁ Durante un proceso infinitesimal y reversible en el que en todo instante
el sistema estd en equilbrio podemos trabajar con la expresién precedente. Asi, el cambio
de la entropia serd
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FE A
= — +kNlog—
S 7 + og N
dE FE dz
ds = dE kN —
S T + A
Az = d (Zgae—i%>
1
= T2 Zgaaae T — — Zgae ®f deg,

k:N% = TQZ< Ja kT)sadT TZ( Ja kT>dea
= 7}2<anqea> dT—;;andsa

dw
= —dT —_—
+ T
Reuniendo los distintos términos
dEl FE aw
ds = T —dT—l——dT—f— aT

dE = TdS — dW
Por lo tanto en un proceso reversible en el que no se realiza trabajo tenemos,
dE = dQrey = TdS

Obsérvese que para obtener la definicién termodindmica de la entropia desde la definicién
estadistica de BOLTZMANN es esencial admitir que g = % Sélo si esta relacion es
universalmente valida podemos deducir una expresiéon a partir de la otra.

5.10. Problemas
5.10.1. Enunciados

1. [A] Sea un sistema formado por 3 particulas que pueden ocupar dos niveles de ener-
gia €1 y €3 cada uno con una degeneracion g = 2. Enumere todos los microestados
correspondientes a la distribucién n; = 1, ny = 2 segtin que a) las particulas sean
distinguibles o b) indistinguibles.

2. [A] Un sistema consta de N=4000 particulas que pueden ocupar uno de los tres
niveles de energia siguientes:

€e1=0, eo=¢, e3=2¢

Todos ellos poseen la misma degeneracion.
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a) Compare la probabilidad de la particién con

ny = 2000
ng = 1700
ng = 300

. I ’ !
con la correspondiente a n; = ny + 1, ny = ng — 2, ng =ng + 1.

b) Deduzca las ocupaciones en el equilibrio.

3. [A] Un sistema estéd formado por un nimero enorme de particulas distinguibles que
pueden encontrarse en los siguientes niveles de energia:

o =(i—1)e, i=1,2,---

a) demuestre que la funcién de particién del sistema es (g, = 1)

_ 1
1 — exp(—PBe)

b) obtenga la energia media por particula

¢) estudie los limites de alta y baja temperatura.
eq
d) suponga que e = 0.1eV y calcule %1 paraT =0y T =10K.

4. [A] El momento magnético de un dtomo que posee momento angular J viene dado
por
a)
UB 7

b) vy su energia de interaccién con un campo magnético externo homogéneo y
estacionario es
c)
MB — —

E=-M-J=g,=>J B=grupBm, m=—j—(j—1),-.j

d) a) Obtenga la funcién de particién de un sistema constituido por un niimero N
de estos dtomos en interacciéon con un campo magnético externo. b) Deduzca
las ocupaciones en el equilibrio.

5. [A] Calcule la entropia de un gas ideal monoatomico en equilibrio.

6. [A] Un recipiente de volumen 2V esta dividido en dos partes iguales mediante una
pared de quita y pon. Inicialmente N dtomos se encuentran en la primera mitad
en una situacion de equilibrio a la temperatura T'. Se quita la pared y, en un breve
lapso de tiempo, el gas inunda todo el recipiente y alcanza nuevamente el equilibrio.
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a) Calcule el cambio de entropia.

b) Exprese el resultado anterior en términos de probabilidades.

7. [A] Deduzca la distribucién de velocidades de MAXWELL a partir de la distribucién
de MB.

8. [A] Deduzca las expresiones de la velocidad mdas probable, media y cuadratica
media de las particulas que forman un gas ideal cléasico.

9. [A] Obtenga el nimero de particulas de una gas ideal cuya velocidad tiene compo-
nentes comprendidas entre v, y vy + dvg, vy y vy + dvy v, y v + dv,.

10. [A] Deduzca la expresién de la distribucién marginal asociada a la componente v,

11.  [A] Demuestre que la ecuacién de estado de un gas ideal viene dada por PV = kNT.

5.10.2. Algunas soluciones
Problema 3

Esencialmente, esto es un oscilador arménico (niveles de energia equiespaciados).

1. Demuestre que si las degeneraciones de los niveles son todas = 1 la funcién de

particion del sistema es
1
Z(B) =17

Tenemos

Z = ) e
- Ea:e—ﬁ(i—l)e
= Y ()
= 1-ePeq (e*‘ﬂ2 +...

1
1—ePe

2. Obtenga la energia media por particula
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3.

4.

5.10. Problemas

Estudie el limite en que ;7 — 0, cc.

a) T — 0. En el limite de temperaturas muy bajas la energia media por particula
es muy baja, lo que quiere decir que sélo el primer nivel de energia tiene una
ocupacion significativa.

b) T — oo. La energia media por particula tiende a oo, lo que quiere decir que
todos los niveles del sistema tienen una cierta ocupacién.

Calcule la relacion de las ocupaciones en el equilibrio

eq
Mo _ Y0 —pe
N z

_ (1 _ e—Be) e Bli=1)e

Problema 4

1.

La funcién de particién tiene siempre la expresiéon

7 = Z e—Pe(m)

con lo que
_ sinh ((j + 3) gr1537)
sinh (Sgzns )

Las ocupaciones del estado con proyeccion m en el equilibrio, segtin la distribucién

de MAXWELL, son
N
gl = —ge

Z
Como % tiene dimensiones de temperatura podemos usarlo como unidad de
temperatura. El denominador es del orden, para un campo razonable
B 10~%eV
107 %eVKL
con g;, = 1 y suponiendo que el nivel fundamental con j = % se desdobla en dos al
aplicar el campo magnético en dos subniveles, con m = :t% separados por 10~%eV.

To ~ 1K
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Problema 5
Entropia de un gas ideal monoatémico
3
FE = 51{]\7 T

de donde

3
mkT"\ 2
Z=V <27Th25> =V <27r712>

3
3 V (mkT\?2
3
3 mk \ 2 V 3
= kN +kNlog (27rh2> + kN log (NT2>

= So+ kN log <X7T3)

la entropia sera

Imaginemos una caja dividida en dos partes iguales por una pared que se puede quitar.
Si, teniendo todas las moléculas en un lado de la caja retiramos la pared, la temperatura
y la energia interna se mantendrén invariadas (recordemos que se trata de un gas ideal).
El incremento de entropia, sin embargo es muy grande. Si

S1 = kNlog (J‘\/[Tg>
2
Sy = kNlog (JXT%)

se tiene AS = kNlog2y % = 2NV | La probabilidad del segundo macroestado es mucho
mayor.

Problema 11

Hemos visto que

Z
icNd7 = kNd(log Z)
E aw
= et

E P
= —dT+=d
it pdy
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y, por tanto, a temperatura constante
ENTd(log Z)p = PdV

con lo que

0

y, sin hacer las monstruosas integrales de la Teoria Cinética

3
mkT \ 2
Z = V(27rh2>
logZ = logV + f(T)
P = iNTZ (logV + £ (7)),

ov
kENT

0
y PV = kNT.
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6. Estadisticas Cuanticas

6.1. Indistinguibilidad y estadistica

La indistinguibilidad de las particulas idénticas es una propiedad de los objetos cuan-
ticos dificilmente comprensible desde el punto de vista clasico. Conduce de forma natural
al principio o postulado de (anti)simetrizacién de la fdo y al principio de exclusién de
PAULI en el caso de los fermiones. Todo ello afecta de manera radical a la dependencia
de la funcién de volumen €2 en las ocupaciones. Para empezar no podemos etiquetar las
particulas, lo que conduce a que solo podamos seleccionar de una forma distinguible una
pequena cantidad n de particulas del total N. Recordemos que en el caso de particulas

e N . .
distinguibles tenemos ( n ) formas diferentes de hacerlo. También se ve enormemente

afectado el proceso de distribucion de esa pequena fraccién de particulas en los g estados
que forman un nivel degenerado. A este respecto serd de utilidad recordar que aunque las
particulas sean indistinguibles, los estados son perfectamente diferenciables por medio
de sus niimeros cuédnticos (la proyeccién del momento angular pej) Ademés cuando se
trata de fermiones, la ocupacién de un nivel no puede exceder su degeneracion. En caso
contrario tendriamos al menos dos particulas en un mismo estado, lo cual violaria el
principio de exclusion.

6.2. Distribucion de Fermi-Dirac

Consideremos un sistema de N fermiones idénticos (electrones, protones, ...) en el
interior de una cavidad de volumen V que impide cualquier intercambio de energia o
particulas con el entorno. Admitiremos que los fermiones del sistema no interaccionan
entre si y que, en caso contrario, cada particula siente una interaccién promedio que de-
pende de sus coordenadas y no de las coordenadas de las restantes particulas. Bajo estas
hipétesis cada particula puede ocupar unos niveles de energia {e,, g4}, a € {0,1,2,--- }.
Las ocupaciones de los mismos deben cumplir que n, < g,.

Sea {n, }una distribucién de particulas sujeta a las dos ligaduras

N = > . ng
E = ) ,ca

que garantizan el aislamiento del sistema. Tal como se afirma en la introduccién sélo
existe una manera distinguible de esgoger n, < g, fermiones de los N que forman el
sistema. El reparto de esos fermiones en los estados del nivel i-ésimo (uno por estado a
lo sumo) se efectua seleccionando n, estados de los g, que forman el nivel. Esta seleccién
pueda hacerse de
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()

formas distintas. Cuando consideramos todo el espectro, tenemos

o)) = T1(%)

a

- 11 ga!
o ! — !
- ! (9o — Mna)!
Un hecho interesante es que si n, < g, (limite de densidades bajas), entonces {2 ~
“ Zf:! = %O'M B Es decir, la estadistica de FD se confunde con la de MB.
El equilibrio viene caracterizado por aquella distribuciéon que maximiza la funcion
precedente. Utilizaremos el método de los multiplicadores de Lagrange para garantizar

que se satisfagan las dos restricciones. Para ello introducimos la funcion auxiliar

S ({n.},a,B8) = 10gQ+a<N—Zna>+ﬂ<E—Znaea>
!
logo = log <H 1ol (e — 1) (gi — na)!>

a

= ) (1og (ga!) — 1og (na!) — 10g (g0 — 1a)"))

a

donde hemos utilizado la funcién log(€2) en vez de €2 por simplicidad. Como en un sistema
macroscopico las ocupaciones satisfacen que n, > 1, podemos usar la aproximacién de
Stirling de manera que

log Q2 = Z (ga log go — nglogng — (ga - na) log (ga - na))

a
y tratar los nimeros de ocupaciéon como variables continuas. En el maximo de ® obten-
dremos
0P

e =V
o0
o =0

que conducen respectivamente a la conservacion del ntimero total de particulas y de la
energia. Por ultimo

0P

=0

ony

conduce a las ocupaciones en el equilibrio. Se cumple que
—logn,? —1+1log (g —ny) +1—a—Pey, = 0
— neq
loggb eqb = a+ P

T
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6.2. Distribucion de FERMI-DIRAC

de donde
eq 9o

"' = e 1

Esta ley para las ocupaciones en el equilibrio {ng?} se conoce como distribucién (esta-
distica) de FERMI-Dirac (ESFD). De forma andloga a la esMB, los valores de o y (3 se
obtienen a partir de los valores de la energia total y del nimero de particulas. En esta
estadistica « tiene una gran importancia, especialmente a temperatura cero. Normal-
mente se escribe en funcién de un nuevo parametro u (llamado potencial quimico y con

dimensiones de energia), como o = — (. Asi:

_ %

eq __
na eﬂ(ea_#) -+ 1

A partir de la conservacién del nimero total de fermiones
Ya
N pr— —_—
Y ol

podemos relacionar p con 3, N y V' !, aunque al ser constantes los dos tltimos, no se suele
considerar la dependencia en los mismos. Por lo tanto escribimos simplemente p = u (/3).
La forma concreta de esta funcién es compleja, y salvo en ciertos limites no se puede
obtener de manera analitica. De la relacién

Eaga
b= Z eBea—p) +1

se obtiene = 3 (FE). No es muy complicado demostrar que 3 = ( de hecho lo haremos
en los problemas).

6.2.1. Distribucion de FD a T =0

Debido a la dependencia en el potencial quimico es dificil trabajar con esta distribu-
cién. A temperatura cero, sin embargo, la situacién se simplifica bastante. Estudiemos
el limite cuando 7" — 0.

» Cuando g, < 11 (0) el exponente es una cantidad negativa por lo que ) 50T -0
y en consecuencia lim7_gng! = ga.

= Cuando g, > 1 (0) tenemos limy_,gng? = 0.

= Si existiese un nivel ¢, = p(0), entonces limy_g ng! = gq/2.

Por tanto

hm ned = lim
—0

Ya da €a < p(0)
720 e€a—n(O)/ET 1

0 eq > u(0)

'La dependencia en el volumen de la vasija se encuentra en los niveles de energfa
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(http://fig.alqua.org)

eq
Ng

Figura 6.1.: Aspecto de la distribucién de equilibrio 5
T=0,ylacurvaatrazosa T < 1.

en funcién de &,. El escalén corresponde a

a

Constatamos que hay una energia umbral e = 1 (0), llamada energia de FERMI, que
marca una diferencia de comportamiento notable de las ocupaciones de los niveles del
sistema. Si la energia es inferior a er la ocupacién coincide con la degeneracién g,. A
energias por encima del nivel de FERMI, las ocupaciones son estrictamente cero. Por lo
tanto, todas las particulas que forman el sistema se encuentran ocupando los niveles
que se encuentran por debajo del nivel de FERMI. En estas circunstancias se dice que el
sistema estd degenerado. A temperatura T' = 0 la representacion gréfica de la (esFD) es
la de la funcién escalén, mientras que a temperaturas ligeramente superiores se produce
un suavizamiento de la misma.

6.3. El gas ideal en la esFD

Esta seccién esta dedicada a obtener algunas de las expresiones generales que caracte-
rizan un gas ideal de fermiones, esencialmente a T' = 0, sin especificar el tipo de particula
o ctal es el sistema. Puede tratarse del gas de (cuasi)libres en un sélido o que forma parte
del plasma de una enana blanca, etc.

La degeneracién de un nivel de energia € de la particula en la caja cibica de volumen
V sera la misma que en la esMB:

3 2
m 1
g)de =gV | ——= | e2de
g( ) gS (27.‘-4%6)
donde hemos anadido la degeneracion de espin, gs = 2s + 1. Como los fermiones son
particulas de espin semientero, gs = impar. En concreto, para los electrones tenemos
dos proyecciones de espin posibles con lo cual g5 = 2. El nimero de particulas en el nivel
en cuestion es en general

1 1
m3 2 g2de
dn (e) = g5V <27_‘_4h6> eCa—m)/KT 1 |

y al'= 0 donde el denominador es la unidad para € < ep

N

1
dn () = gsV (%) e2de, e < ep

0, e>er
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~—a

& €

Figura 6.2.: %en funcién de €.

La representacion grafica del numero de particulas por intervalo unidad de energia es
la que se muestra en la figura 6.2 Partiendo de la siguiente expresion para N es posible
calcular ep

N = /Ooodn(a),

m3 2 fEF
= sV 2de,
o (sriw) [, <

1
2 m3 \2 2
= 3%V (27r4h6> £k

N

y despejando e

B /6x2 N\ 3
B 2Tn(Qs V)

El nivel de FERMI es inversamente proporcional a la masa de la particula. A medida
que la particula se hace méas masiva se mueve mas lentamente y su energia cinética se
reduce. Por el contrario, crece con la densidad n = N/V a la potencia 2/3 lo cual es
consecuencia directa del ppo de exclusiéon. Como los fermiones no pueden apilarse en
un mismo estado a medida que anadimos mas particulas, éstas deben ocupar niveles de
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mayor energia. La energia interna es

E = / edn ()
0
1
m3 \2 [fF 1
= gV |—= 2d
g <2w4h6> /0 ge2de
295V m> %g
5\ 27imb

1
3 (2 m3 \2 3
= 5<39ﬂ/(zwuﬁ> 6?)5F

Dicho de otro modo (y siempre a T'= 0)

Moyl

3 3
E:gNEF—w:gaF

Temperatura pequeiia pero no nula

Cuando T' < 1 puede demostrarse que las correciones a las expresiones obtenidas méas

arriba son
72 (kT\?
T = 1 —_ — e v e
u (T) aF( 12(€F) n

3 5r2 (kT ?
E —Nep 1+ —|— | +...
500 < 12 (5 F ) >
Las expresiones anteriores forman parte de un desarrollo en serie y para poder guardar

solo los dos primeros términos, debe cumplirse que (’;—f) < 1. En un gas de electrones

libres en un metal, e ~ 1eV lo que implica que para poder utilizar dichas férmulas kT <
leV, y dado que k ~ 1074V K~! concluimos que T <« 10*K. Como la temperatura
ambiente es del orden de 102K, podemos utilizar estas expresiones para estudiar un gas
ideal a temperatura ambiente. En particular el calor especifico a volumen constante viene

dado por
oF
o = (o),

2
T kT
2 EF
De acuerdo con la ley de DULONG Y PETIT el calor especifico molar, de practicamente
cualquier sélido, se aproxima a un valor constante 3R para temperaturas superiores a la

llamada temperatura de Debye. Esta es una propiedad caracteristica de cada substancia
y, en general, es del orden de 102K. Segin el resultado anterior
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E(MeV)

Figura 6.3.: Comportamiento radial de las fuerzas fuertes para una parte radial simétrica y una
parte de espin simétrica (pueden tenerlo simétrico porque no son particulas idénticas).
Observamos su variacién violenta, pasando de ser atractiva a pocos fm a muy repulsiva
para distancias inferiores a 1fm.

Cy Cv w2 (kT
= Y—_— = — _ 3
molR_kNa 2 \ep ) S

Esto significa que la contribucién de los electrones (cuasi)libres al calor especifico de un
metal es practicamente nula y que éste se debe casi completamente a las oscilaciones
colectivas de los iones de la red cristalina.

6.3.1. El nicleo como un gas ideal de Fermi

Vamos a introducir el niicleo como un sistema formado por Z protones y N neutrones
(Z + N = A nucleones?) en interaccién fuerte. Como consecuencia del balance entre su
energia cinética y la potencial, un niicleo ocupa una regién cuyo tamano es del orden del
%, masa muy similar®
y aproximadamente igual a 1GeV. La carga del protén es g, = +e y la del neutrén es
gn = 0. Las fuerzas que ligan los nucleones son extraordinariamente fuertes y violentas.
Su forma es bastante compleja y no se conoce con gran exactitud*. A priori, debido a
la extraordinaria intensidad y variacién violenta de las fuerzas nucleares esperamos que
las propiedades mas importantes del nicleo sean muy distintas a las de un gas ideal

de fermiones. Sin embargo, este modelo permite explicar, aunque sea cualitativamente,

fermi (10_6nm). Protones y neutrones son fermiones de espin s =

2Hoy el niimero mésico A estd comprendido entre 1 y aproximadamente 280.

3Su masa no es idéntica porque su estructura interna formada por quarks no es la misma.

“la fuerza entre nucleones es a la fuerza entre quarks y gluones lo que la de VAW entre dos dtomos es a la
electromagnética entre nicleos y electrones. Se sabe relativamente poco de la interaccién nuclear a baja
energia, aunque existen modelos fenomenolégicos, que establecen que la interaccién es de corto alcance
y depende de

= la distancia

= el espin ya que existen términos como el espin—6rbita y el tensor que depende la orientacién
relativa de los espines respecto a la linea que une los nucleones.

Por otro lado no depende de la carga (para una misma configuracién orbital y de espin la interaccién
entre los dos nucleones no depende de su carga).

http://alqua.org/libredoc/IFC2 157



http://alqua.org/libredoc/IFC2

6. Estadisticas Cudnticas

algunas de dichas propiedades. La razon de esta coincidencia se debe de nuevo al ppo de
exclusién de PAULL

Vamos pues a considerar el nicleo como un sistema formado por dos gases de Fermi,
uno de protones y otro de neutrones, en un recipiente de volumen V en cuyo interior
cada particula siente un potencial V5 < 0 (homogéneo, estacionario y atractivo). Este
potencial simula de forma promediada la interaccién entre los nucleones. En los limites
de la regién que ocupa el nicleo el potencial se hace infinito, lo que simula el efecto de
las paredes.

Mas adelante necesitaremos la relacion que existe entre el tamano del nicleo y el
nimero de nucleones que lo forman. Si admitimos que tiene forma esférica, lo cual es
cierto para el estado fundamental de buena parte de los nicleos, su volumen es

4
V=—R
3
y empiricamente se sabe que
1
R = ’I”0A§

con 79 ~ 1.2fm. Se observa que el tamano del ntcleo crece de forma rapida con el
ntimero de particulas®

A T = 0 los fermiones de un gas ideal se encuentran apilados en los niveles de menor
energia, por lo que esta imagen sirve efectivamente para describir el estado fundamental.
La energia del estado fundamental se denomina energia de ligadura Ej ya que es exac-
tamente la cantidad de energia que hay que proporcionar al nticleo para descomponerlo
en A particulas libres. En nuestro modelo dicha energia es suma de la de los gases de
protones y neutrones. Teniendo en cuenta que

N AR AL
6F_Qm 7TV

2
- ﬁ 325 ?
Fo7 o, WV

E, = E,+E,
3 3.a
= gZEF—i-gN&:F—i-AVO

2
2 2\ 3
- avy+ (37T> (2% + nF)
1

podemos escribir

10m \ V
2 5 5
3h% (97\3 1 Z3 + N3
= A — | — —_—
VO+10m<4> T
5 5
Z3 4+ N3
- A

3

5Por el contrario el 4tomo es un sistema que a medida que se le afiaden particulas crece hacia adentro.
Es decir el radio de los distintos niveles nl disminuye con Z.
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Introduciendo la variable D = N — Z tenemos que

A D
N = 2<1+A>
A D
zZ = = (1-=
(1-3)

de manera que la energia total es

s D\ 3 D\ 3
Ey = AV + €2 3A<<1+A> +<1—A> )

Ahora bien, para buena parte de los ntcleos que se conocen se sabe que ‘%‘ < 1.
Podemos pues intentar un desarrollo en serie®

3 2
D\3 D D
<1i> :1i5+5(> + ...

wlo

A 3A 9\4A
Asi )
5 (N—-Z2
B, — (Vo n 2—%5) A0 WN=2)
9 A
Ejercicio Calcular &.
Solucion: & ~ 30MeV . Hay que utilizar que
To = 1.2fm
he = 197 fm MeV
me? = 10°MeV

Comparemos ahora este resultado con el experimento. Hacia 1935 C.V. WEISZACKER
propuso una férmula empirica que da la energia del estado fundamental del ntcleo.

By = —a1 A+ asA3 + a3 Z2A73 +ag (N — Z)2 A~ +6

con § = —a5A7% para N, Z pares, d = 0 para N par y Z impar (o al revés) y § = a5A7%
para N, Z impar. Los coeficientes toman los valores ay = 16MeV | as = 18MeV, a3 =
1MeV, ay =24MeV y a5 = 34MeV.

Utilizando el modelo del gas ideal hemos sido capaces de deducir la forma de dos de los
cinco términos de la formula. Para entender las razones de este éxito parcial es necesario
comprender el significado de los mismos.

1. Término de volumen. Pensemos en un pedazo de materia nuclear (un objeto infinito
en el que no hay interaccién de COULOMB; sélo fuerte). Por homogeneidad del
espacio e isotropia de las fuerzas nucleares sabemos que si esto existiera deberia
tener densidad constante. Como la interaccién nuclear es de corto alcance, cada

‘AI+z)"=1+nz+ in(n—1)2°+...
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160

Figura 6.4.: Materia nuclear.

Vo

Figura 6.5.: Potencial corrector para encontrar el término de superficie.

nucledn sélo ve la influencia de sus primeros vecinos, y no interacciona con los que
se encuentran mas lejos. Eso viene representado por una circunferencia en la figura.
Cada nucledén sentira una energia de interaccién debido a los n,, primeros vecinos

(T + V) Npy

La energia de un pedazo con A nucleones es
(T+V)np,A

es decir, es proporcional al niimero de particulas A.

Término de superficie. Ahora bien: materia nuclear es un sistema ficticio ya que
hasta una estrella de neutrones es finita y posee una superficie. Los nucleones
situados en o cerca de la superficie poseen un ntimero de vecinos inferior que el
que poseen los del interior. Utilizando el argumento del punto 1 vemos que la
energia con la que estan ligados al nicleo debe ser menor. Por ello debemos anadir
un término positivo (que disminuye la energia del nicleo) y proporcional a a la
superficie del ntcleo. Esta depende de R?, que a su vez es (experimentalmente)
proporcional a A3 . En el modelo propuesto supusimos que cualquier nucleén, bien
en el interior, bien en la superficie del niicleo esta sometido a un potencial constante
V. Para simular este efecto de superficie deberemos usar un potencial como el de
la figura (aunque es posible que al ser mas complicado se pierda la analiticidad).
Un ejemplo tipico es el del oscilador armédnico.
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Figura 6.6.: Representacion esquemdtica de los niveles de energia de neutrones y protones en una
caja. Las particulas se representan por aspas y las energias de los niveles de la caja
. 2 . .
vienen dadas por & = 2 (n2 4 n2 4 n2). En la parte superior D = 0 mientras que en
la parte inferior tenemos D > 0 para A constante.

3. Es la energia de CouLOMB de una esfera uniformemente cargada. Obviamente,
nuestro modelo no consigue reproducirlo, ya que no hemos considerado en ningin
momento la interaccion electrostatica entre los protones.

4. Término de simetria. En el modelo del gas ideal de FERMI este término esta aso-
ciado exclusivamente al principio de exclusiéon de PAULL.

De una figura a otra perdemos energia de ligadura (el nicleo se hace menos ligado)
que podemos cuantificar como,

AE = —n]fep—i-ng(a‘p—i-&)

= n555>0

La conclusién es que que el ppo de exclusién favorece, dentro de los nticleos con
un mismo nimero mésico A, a aquel con D = 0. Esto es debido a que si pasamos
de un ntcleo con N = Z a otro vecino transformando protones en neutrones, estos
deberan situarse en niveles de energia mas altos, ya que los inferiores se encuentran
todos ocupados.

5. Término de apareamiento. Proviene de la peculiar forma que tiene la parte de corto

alcance de la interaccién nuclear y, claro estd, no puede surgir de un potencial
estacionario y homogéneo Vj.
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experimento modelo
a;  16MeV Vo +275¢
aq 24MeV ~ 10.5MeV

Cuadro 6.1.: Valores predichos y experimentales

(http://fig.alqua.org)

Figura 6.7.: Diagrama de Segré.

Por comparacién con el valor experimental de a;, nuestro modelo predice que la energia
promedio de un nucleén es Vy ~ —35MeV, lo que es aproximadamente correcto. Por lo
que al segundo coeficiente se refiere, tenemos

aflTeor') = 2‘%%5 ~ 10.5MeV, az(lExp') ~ 24MeV
Existe una fuerte discrepancia entre la teoria y el experimento, lo cual se debe a que no
sélo el ppo de exclusion de Pauli, sino también la propia interaccién fuerte favorecen que
N = Z. La discrepancia se justifica porque nosostros sélo hemos incluido la interaccién
de forma indirecta a través del potencial constante Vj.

El diagrama de Segré es una representacién de los nicleos conocidos en el plano N, Z.
Los nicleos ligéros (A pequenio) tienden a concentrarse sobre la recta N = Z, lo cual estd
de acuerdo con nuestras predicciones. Por el contrario, los niicleos méas pesados se desvian
hacia la zona con N > Z para contrarestar el efecto de la interaccion coulombiana que
crece rapidamente con el niimero de protones.

6.4. Sistema de bosones: BE

Sea un conjunto enorme de N > 1 bosones idénticos que no interaccionan entre si o,
cuyas interacciones pueden aproximarse por un potencial promedio que, cada particula

(http://fig.alqua.org)

Figura 6.8.: Pardbolas de masa.
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Figura 6.9.: Diagrama de bolitas. | ]

siente debido a todas las demé&s. Ademéds se encuentran contenidas en una vasija de
volumen V' que no permite intercambios de energia o materia con el entorno.

El postulado de simetrizacion no impone restriccién alguna sobre los niimeros de ocu-
pacién cuando trabajamos con bosones lo cual influye notablemente en la determinacion
de Q({ngy}). Al igual que en el caso de los fermiones, solo podemos seleccionar de una
forma distinguible n de los N bosones. Sin embargo, la distribucién de estos n bosones
en un nivel de energia resulta mas complicada que en el caso de que fueran fermiones.
Un razonamiento directo da lugar a una expresiéon muy complicada

—1
ga+ga(ga_1)+ga(ga_1)+ga<ga2 >+

donde g, es la degeneracion del nivel en que distribuimos los bosones.

Como la suma anterior es muy complicada procedemos de forma radicalmente distinta.
La separacion entre dos estados de un mismo nivel se caracteriza por una barra vertical,
y las particulas, por puntos. En total debemos tener g, — 1 separadores y n, particu-
las. Cambiar las ocupaciones corresponde a permutar barras y puntos simultdneamente.
Todas las formas distinguibles de reparto las podemos conseguir construyendo todas
permutaciones posibles de puntos y paredes. Pero al hacer esto estamos incluyendo las
permutas de dos o mas paredes entre si o, de particulas entre si, lo que no corresponde
a cambiar las ocupaciones.. De modo que las formas de reparto diferentes son

(na+ga_ 1)! — (na+ga - 1)
na! (ga — 1)! Ng
Y para el conjunto de niveles se tiene
Ng +Gga — 1
() =TT (")
a
a

Los pasos a seguir para encontrar la distribucién de ocupaciones en el equilibrio son
los habituales. Calculamos el logaritmo de la funcién anterior

log 2 ({na}) = Z (log (ng + ga — 1)! — log ng! —log (9o — 1)!)

a

y admitiremos que ng,, g, > 1 lo que nos autoriza a usar n, como variable continua y
aplicar la formula de STIRLING, logz! = xlogx — x para = > 1. Asi

log Q ({ng}) ~ Z (ng + go — 1)1og (ng + go — 1) — nglogng — (9o — 1) log (9o — 1)
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Hallamos el maximo por el método de LAGRANGE. Introducimos la funcién auxiliar

S ({ng},a,p) =logQ+« (N—Zna> +4 (E—Zna5a>

y derivamos. Las dos ecuaciones

o0
9 — 0
o0
% —_— 0.

garantizan la conservacién del nimero de particulas y de la energia respectivamente. De
la tercera

0P
—— =0,
6”[,
deducimos la expresién de las n;?. En efecto,
log (ny? + gy — 1) —logn,? —a— Be, = 0,
n;q +g9—1 — eotBe
eq - ’
i
y por tanto
ntl — 9b — 1
b eatPer — 1

Como las degeneraciones g, son muy grandes se suele aproximar g, — 1 ~ gp
Los dos parametros de la distribucién tienen valores en el equilibrio que se relacionan
con las cantidades conservadas. Procediendo como siempre encontramos
3 1
kT
a = a(T,N,V)
Para « sélo existen expresiones analiticas sencillas en los limites de temperaturas muy

altas o muy bajas. En cualquier caso, para que las ocupaciones de todos los niveles sean
nimeros positivos, el parametro o debe satisfacer que

a > min(feg).

Si el nivel més bajo posee energia cero entonces « debe ser una cantidad positiva, hecho
que, por ejemplo, no es necesariamente cierto en la esFD.

Las ocupaciones de los niveles de mayor energia crecen con la temperatura. Como
puede observarse, el comportamiento es cualitativamente parecido al de la esMB. La
pequena diferencia es que la esBE favorece ligeramente las ocupaciones de niveles de
menor energia. En efecto para o y (3 iguales en las dos estadisticas

MB
B —1—eofeacy
nBE ’
a

y para energfas altas (e, > 1) la exponencial se hace casi cero y por tanto nMB ~ nBE.
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n/g, T<<1

T>>1

Figura 6.10.: % vs. g: distribucién de BE para dos temperaturas T < 1y T > 1.

6.5. El cuerpo negro

Como ejemplo de aplicacién de la esBE estudiaremos el cuerpo negro. Se trata de un
sistema ideal capaz de absorber toda la energia que incide sobre él. No existe ningin
cuerpo negro real en la naturaleza, aiinque una buena aproximacién seria una cavidad con
un pequeno orificio en su pared. La posibilidad de que parte de la radiacion que entra por
el orificio vuelva a salir por él es muy pequena si se satisfacen ciertas condiciones. La mas
importante es que las paredes interiores de la cavidad tengan un poder absorbente grande.
Estas paredes ademas de absorber y reflejar la radiacién incidente, emiten radiacién. Los
atomos de las mismas forma una red cristalina que oscila de modo colectivo. La red puede
intercambiar energia con el campo electromagnético y también cada dtomo individual
mediante transiciones entre sus niveles atémicos.”

Trataremos el campo electromagnético en el interior de la cavidad como un gas de
fotones. Es un gas ideal ya que no hay interaccién entre los fotones. Los intercambios
de energia entre el campo y la pared se producen mediante creaciéon o destruccién de
fotones. Por ello, y a diferencia de otros gase ideales, no impodremos ligadura alguna
sobre el nimero de particulas. Veremos mas adelante que en el equilibrio el nimero
de fotones depende de T. La energia electromagnética en la cavidad, sin embargo, es
una cantidad conservada. Como se sabe desde 1889, la potencia radiada, por unidad de
superficie, por el orificio es

R(T)=o0T"

lo que permite deducir la densidad de energia electromagnética a esa temperatura dentro

de la cavidad como 4
p(T) = =21
c

Los fotones son bosones (s = 1) y obedecen la esBE. Las ocupaciones en el equilibrio son

neq _ Ja

£
ert — 1

ya que cuando el nimero de particulas no se conserva a = 0.

"Como ya sabemos los niveles de energfa atémicos estén cuantizados y, por tanto, el intercambio de energia
con el campo se realizan de manera discreta. Los cuantos de energia del campo se llaman fotones. También
las oscilaciones de la red se hallan cuantizadas. Los cudntos de energia asociados a dichas oscilaciones se
llaman fonones.
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Dado que la cavidad tiene un tamno macroscopico los niveles de energia que pueden
ocupar los fotones forman casi un continuo. Por ello procedemos a transformar las ex-
presiones de la esBe para un espectro continuo. La fdo que caracteriza a un fotén dentro
de la cavidad® es radicalmente diferente a la de una particula no relativista con masa.
Ahora bien, su funcién de onda debe anularse en las paredes, lo que si da lugar a la
cuantizacién del momento

™
k:z(nx,ny,nz), Ny E_/\/'7 a=2,Y,2

Lo que cambia radicalmente con respecto a casos anteriores es la relacion entre la energia

de la particula y su momento. Si k = /> k2

¢ = clp|
= chlk]
= chk
de donde k = £, lo que contrasta con el gas de MB (particulas no relativistas de masa
m), que tiene una relacién ¢ = h;fj

Nos preguntamos cudntos estados tienen energia entre € y de (o bien, momento entre
kyk+dk): g(e)de.

g = ¢

(Z)
%47rk2dk

(1)

e2de
2m2h3c3
Una segunda diferencia con el gas de particulas no relativistas es la degeneracién de
espin. En principio, dado que el foton posee espin s = 1 seria gs = 2s + 1 = 3. Pero
esto no es verdad debido a la forma que tiene la ecO relativista que satisface la fdo
del fotén. La fdo con proyeccién de espin 0 no satisface dicha ecuacion , por lo que
sé6lo puede tener proyeccién +1.° Este hecho esta relacionado con las dos polarizaciones
transversales independientes de una onda plana. Por estas consideraciones obtenemos:

= s

= gsV

e2de
g(e)de = V77r2h3c3
Y asi las ocupaciones seran
d
dn(e) = g EE) °
erT — 1
%4 £2de

233 err — 1

8Por simplicidad suponemos una caja cibica de lado L.
9El neutrino es una particula de espin s = % que solo aparece en la naturaleza con proyeccién —%. Y su

antiparticula solo existe con proyeccion %
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Para relacionar esta expresién con la obtenida en FCI reescribimos todo en términos de
la frecuencia. Como £ = hv tenemos

B 87V vidy

h
A ekt —1

dn (v)

9

resultado a partir del cual podemos obtener la densidad espectral de la radiacién en la
cavidad

o) = winl)

Vdv
8th 3
hv ’
A ert — 1
expresién conocida como la ley de PLANCK para la radiacién del cuerpo negro. La den-
sidad de energia electromagnética se deduce de la férmula anterior como

p@ = [ oD
72 (KT)*

15 (he)?

= ol

—~

En cuanto al nimero de particulas por unidad de volumen

N

no= 53 )
= ‘1//0 dn (v)
_ 8r [ v2dy
I 0 el%—l
_1(kT)?
3 (he)?
= b7

Dado que no hemos impuesto la conservacién del nimero de particulas en la cavidad te-
nemos que interpretar este resultado como el niimero promedio de fotones que el sistema
posee en equilibrio a la temperatura T. Ademas podemos calcular la energia media que
porta cada fotén
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pE.T) | R

i
1
1
I
i
I
i
I
i

1
1
1
1
i/
/
Al
!
/
!

pd
hv/kT

Figura 6.11.: Ley de Planck y las aproximaciones de Rayleigh y de Wien.

El principio de equiparticién de la energia establece que la energia media por grado
de libertad del sistema es %k:T, menos los osciladores unidimensionales que llevan una
energia kT'. Los dos grados de libertad que posee cada fotén son las dos proyecciones del
espin o las dos polarizaciones independientes de una onda plana. Cada fotén no lleva en
media una energia %kT como las particulas puntuales no relativistas, sino una cantidad

préxima a 2kT.

Limite de frecuencia baja,% — 0
En este caso, desarrollando en serie la exponencial tenemos la siguiente férmula

8
T) ~ —— kTv?
p(,T) = —kTv

a la que también se llega en la teoria clasica suponiendo que cada modo de oscilacion a
cada frecuencia v lleva una energia de kT. Es asi como RAYLEIGH y JEANS obtuvieron

una solucién errénea para el conjunto del problema.

hv = o0

Limite de frecuencias alta o

~N= — kT
~ 31/6

En este caso
p (v, T)

expresion que se denomina ley de WIEN y que fue obtenida admitiendo que las ocupa-
ciones de los modos de oscilaciéon del campo electromagnético en la cavidad seguian la

esMB.
6.6. El limite clasico de las estadisticas cuanticas
Aqui haremos una comparacién de las tres estadisticas. En orden de aparicién:
nt = gae—a—ﬁsb
na' = ea+ﬁgsz_|_1
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y de forma unificada podemos escribirlas asi

Ja | 5= eotih

Ng
con § valiendo 0 para MB, —1 para FD y 1 para BE. Si se cumple que Ve, Z—‘; > 1, es
decir, las ocupaciones de los diferentes niveles son muy bajas, entonces

Ya 416~ Ya _ e“"’ﬁaa’
Ng Ng

de manera que las dos estadisticas cuanticas se confunden con la esMB. Que las ocu-
paciones sean pequenas cualquiera que sea el nivel sélo se puede conseguir si el nimero
total de particulas es muy pequeno, o si la temperatura es muy elevada de manera que
las particulas se distribuyen en un nimero enorme de niveles.

Desde un punto de vista formal la tnica posibilidad de que se de la condicién expuesta
Veq €s que e® sea un nimero muy grande.

e* > 1

Se trata de un resultado muy interesante ya que nos permite predecir, por ejemplo, que
las propiedades del gas de fotones no tienden bajo ninguna circunstancia a las de un gas
clasico. Para un gas de particulas no relativistas con masa m a utilizamos la expresion
hallada en MB (puesto que es el tnico caso en que hemos deducido «).

3 3
o < V [(mkT\2 1 (mkT)\:?
e = — = — —_— P — [
N N \ 27h? n \ 2wh?
Reuslta obvio que la condicién e® > 1 sé6lo se alcanza cuando la densidad de particulas
es muy pequenia o la temperatura es muy elevada.

n<loT>1,

con lo cual hemos deducido las condiciones en que se alcanza el limite clasico de las dos
estadisticas cuanticas.

Ahora bien, podemos preguntarnos por qué son precisamente esas. Debemos recordar
que la diferencia primordial entre la esMB y las esCU radica en la distinguibilidad de las
particulas idénticas. En la primera hemos tratado éstas como distinguibles, lo que es falso
en general. Existen, sin embargo, unos pocos casos en los que este principio no se aplica
y, el méas importante, es cuando las particuals se encuentran, en media, suficientemente
alejadas de manera que sus fdo no solapan (apreciablemente).

Si llamamos A a la longitud de onda del paquete de ondas asociado a una particula,
dos particulas estardn suficientemente alejadas si la razén del volumen del paquete de
ondas y el volumen medio atribuido a cada particula es muy pequena.

)\3

W:/\3n<<1
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Utilizando la féormula de DE BROGLIE:

A~

y substituyendo en la ecuacién € por € ~ kT llegamos a la condicién

2007
" mkT

es decir
n<loT>1

Cuando se da alguna de estas condiciones el solapamiento de las fdo es muy pequeno y en
consecuencia podemos tratar las particulas como distinguibles. En efecto, cuando crece
la temperatura, el tamano del paquete de ondas asociado a cada particula se reduce y
finalmente se hace muy pequeno comparado con el volumen medio por particula. Si la
densidad es muy baja, éste es tan grande, que las fdo tampoco solapan.

6.7. Problemas

6.7.1. Enunciados
1.

a) Deduzca la distribucién de velocidades para un sistema de fermiones a tem-
peratura 7" muy baja, de forma que podamos aproximar u(7T") ~ €.

b) Calcule la velocidad media y la velocidad cuadratica media.

2. Obtenga la velocidad media de los electrones de un gas ideal cuya densidad es
n==N=10%2cm3
=3 = .

a) Demuestre que la entropia de un sistema aislado, en equilibrio y, formado por
un N fermiones que no interaccionan entre si es

S=kY" guln [1 + e—a—ﬁfa} + akN + BkE

Verifique que en un proceso reversible el cambio de entropia es

dS = kB (dE + dW)
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b) Demuestre que 3 = .

4. Repita el problema anterior para un sistema de particulas que obedece la estadistica

de BE.
5.
a) Utilice la relacién termodindmica P = — (2—5) ¢ bara demostrar que la presion
que ejerce un gas ideal es
2F
pP=—
3V

b) Deduzca nuevamente la ecuacién de estado de un gas ideal clésico.

¢) Determine la presién que ejerce un gas ideal de FD a T' = 0.

6. Obtenga de forma breve y razonada las expresiones de las dos estadisticas cuanticas
para sistemas en los que el niimero de particulas no es constante (gas de fotones).

Nota: En los problemas siguientes utilizaremos densidades de niveles, g(€), por

unidad de volumen.
2 4

Datos: I'(n) = (n—1), ¢((3) = %, ((4) = §5

7. El neutrino v y su antiparticula 7 tienen masa nula (por tanto se mueven a la
velocidad de la luz) y espin s = 1/2. En la explosién de una supernova se producen,
en un corto periodo de tiempo, numerosas reacciones en las que se generan y
destruyen este tipo de particulas. Podemos asimilar la poblacién de neutrinos a la
radiacién del cuerpo negro con la salvedad de su espin.

a) Obtenga la densidad de neutrinos en funcién de la temperatura.
b) Encuentre la densidad de energia por unidad de volumen.
¢) Suponga que
1) la supernova se encuentra a 10 Km (1000 afios luz)
2) el radio y temperatura efectivos de la explosién son 1000 Km y 10K y
que

3) todos los neutrinos se dispersan de manera isétropa. ;Cudntos de ellos
llegardn a la Tierra?.

Datos: 2 1
e“de x5 dx 1
sl = s, [TEA i L ree
k=810""eVK, Rrpicrra = 610°Km

8. Deduzca la llamada ley del desplazamiento de WIEN.

A = cte
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a) Obtenga la densidad media de fotones por unidad de volumen que componen
la radiacion del cuerpo negro a una cierta temperatura.

b) Determine la densidad media de energia por unidad de volumen a la misma
temperatura.

Utilice

0 1'5_1 T
/ P(s)c(s)
0

et —1

10. Determine la ley que obedece la potencia total radiada, por unidad de area, por
un cuerpo negro.

6.7.2. Algunas soluciones

Ejercicio 8

AT = 0.3emK

Vamos a introducir una densidad espectral no en términos de v sino de A.

p()‘aT)dA: _p(VaT)dV

el signo — aparece porque v = < de manera que % = —5z. Como las densidades se
definen siempre sobre un intervalo positivo conviene hacer esto.
dv
_ 8mh v3
A ekt —1
_ smh (5) e
3 e;lepir 1 22
simplificando
8mhe 1
p(A\T) = 5 he
exkT

definimos una nueva variable x = )\}}TCT (como A € R* se tiene que = € R*)

ety = se() 6TE

AT (hc)4 et —1
Y o5
= 87T(k )4 il
(he)* e —1
5
X
= T
a( )em_1
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(http://fig.alqua.org)

Figura 6.12.: Dentro de una caja, p(T). La energia por unidad de tiempo y unidad de drea emitida
en cualquier direccién por un orificio es R (T)).

tenemos que derivar para encontrar el maximo

d
e <x5 (" — 1)_1> = st (e —1) =l (" —1)%e”
= bat(e® —1)72 <e$ -1- :Ue)
5)
=0

para que esto se anule la Uinica posibilidad razonable es que lo haga el tultimo factor, lo
que da pie a una ecuacion trascendente que hay que resolver numéricamente

1—e -2y
© 75

de aqui obtenemos un ., ~ 5. Deshaciendo el cambio

he
kxm,
0.3A x K

A =

12

Ejercicio 10

€ es la energia
dn (e) = / dn (¢,Q)
Q
Como no hay ninguna direccién privilegiada, debemos suponer que
dn (e,Q) = a(e)dQ
la integral es entonces

dn(e)=a (6)/ dQ = 4ra (¢)

Q

de donde a () = dzgf) y

dn (¢,9) = dz(e)dﬁ

™
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(http://fig.alqua.org)

Figura 6.13.: Planteamiento geométrico.

vamos a introducir otra densidad de energia, ya que la total

p(@) = [ en(e

no nos sirve: necesitamos una nueva densidad: la de los que tienen por direccién €2

1 [ 1 e Q2
p@1) =7 ["en(e) = o [T ean(e) = T

Supongamos ahora un cilindro orientado segin 2, con normal n (), drea transversal
A =1 y longitud ¢ x 1s.;Cuédntas particulas hay dentro?

P (Qv T) X chilindra = Cp (Qa T)

todas estas particulas en esta direccién transportan la misma energia. Definimos una
densidad de flujo de energia

S(Q)=cp(2,T)n(Q)

Ahora queremos ver cudntas particulas atraviesan un A, pero no con direccién estric-
tamente perpendicular, sino en cualquiera. La diferencia con antes es que tenemos un
cilindro no recto, y su altura es ahora c cosa = cn - A. Entonces la energia total por
unidad de tiempo que atraviesa A es

/QS(Q)-AdQ

no me interesa esa superficie, sino el orificio de nuestra caja (ver sistema de referencia en
la figura), donde n () viene caracterizado por un par 6, ¢. El orificio tiene por normal
j.- Entonces
R(T) = S(Q)-de:/ cp(Q,T)n () -jdQ
Q* *
(hemos puesto Q* porque los dngulos ahora, para que las particulas sean salientes, no
son todos, sino 6 € (0,7) y ¢ € (0,7)) en esféricas,

n—— — (sin @ cos ¢, sin 6 sin ¢, cos )

]
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de esto
n-j=sinfsin ¢
con lo que
cp(T) [T o o c
R(T)=——= [ d¢ | dbsinfsinfsing =—p(T)
47T 0 0 4
como ) .
cm® (kT c
T)=-— -] kT = —aT* = 0oT*
P 415(hc>k e
Ejercicio 9

6.7. Problemas

La energia total es la suma del niimero de particulas con una energia dada multiplicado

por esa energia

/Ooo edn (¢) = Er

Como

con el cambio x = %
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7. Transiciones electromagnéticas

Lo que se pretende en este capitulo es obtener la expresién general para las probabi-
lidades de transicion y saber cudl es el origen de las reglas de seleccién.

El estudio riguroso de las transiciones, que se dividen en inducidas y espontaneas, no lo
vamos a hacer. La utilidad de la teoria fenomenoldgica de EINSTEIN para las transiciones
electromagnéticas deriva de que proporciona una expresién para la probabilidad de las
transiciones espontdneas en funciéon de la probabilidad de las transiciones inducidas.
Como utilizando la mecanica cuantica no relativista no se puede determinar méas que
esta ultima, la teoria de EINSTEIN se erige en complemento imprescindible para una
teoria completa de las transiciones electromagnéticas a un nivel elemental.

En cuanto a las reglas de seleccién, son un conjunto de condiciones que permiten
asignar probabilidad cero a las transiciones entre estados que no las satisfacen, es de-
cir, acotan los estados accesibles a partir de uno dado, identificando las transiciones
imposibles.

7.1. Teoria fenomenologica de las transiciones de Einstein

7.1.1. Planteamiento

Para simplificar al maximo, vamos a considerar dos niveles de energia no degenerados,
FEy < Es. Si entre estos dos niveles se produce una transicion, escribiremos la energia
intercambiada con el campo como

hw:Eg—El

Como hemos dicho, g1 = g2, de modo que a cada energia le asociamos un tnico estado
y no una coleccion de ellos. Supondremos que tenemos un nimero enorme, N = N4 por
unidad de volumen de estos sistemas ficticios (dtomos generalmente) con dos niveles.
N7 y N3 son las poblaciones respectivas por unidad de volumen de los N sistemas con
niveles de energia 1 y Es, de modo que N = Ny + No.

7.1.2. Transiciones espontaneas e inducidas
Se postula la existencia de tres tipos de transiciones.
1. Emision espontdnea. Experimentalmente se observa que siempre ocurre del es-

tado de mayor energia al de menor energia. El sistema pasa del nivel 2 al nivel 1 sin
que nosotros hayamos hecho nada para provocarlo. La velocidad con que ocurren
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estas transiciones la vamos a escribir como
dNV.
—2 = —Ay Ny = —AN,
dt e—
Lo que EINSTEIN postula es que la velocidad de disminucién de la poblacion es
proporcional a la poblacién restante. Entonces el coeficiente A se puede interpretar

como una probabilidad por unidad de tiempo de que uno en concreto sufra una
transiciéon de 2 a 1.

2. Emision inducida. Uno de los sistemas pasa de 2 a 1 en presencia de un campo de
radiacién externo, que serd caracterizado por una densidad de energia por unidad
de volumen e intervalo de frecuencia p (w). EINSTEIN postula que la velocidad con
la cual disminuye por este proceso particular la poblacion del estado 2 es:

dNoy
— =—B N.
( de >i—> 20 () o

El producto Boeip se interpreta analogamente a la cantidad A como la probabilidad

de transiciéon por unidad de tiempo de que un sistema concreto pase del estado 2
al estado 1.

3. Absorcion inducida. Se postula que

dN,
— pu— \
< dt )u— BlQp (W) !

de nuevo Bjop tiene el significado probabilista, y por tanto dimensiones [Bzip (w)] =
t=L.
7.1.3. Transiciones en presencia de un campo de radiacién

En presencia de radiacién, se producen los tres tipos de transicién simultaneamente.
Tenemos que la poblacién de sistemas en el estado 2 varia del siguiente modo:

dN-
072 = —AN32 — Ba1p (w) N2 + Biz2p (w) N1
ademas N = N 4+ Ny permite obtener inmediatamente
dNy  dNp
e dt
Reescribimos nuestro resultado
dN-:
~ = ~PenN2 + PNy

utilizando las probabilidades por unidad de tiempo de emisién y de absorcién, respecti-
vamente Pe,, v Py

Pem = A + B21:0 (w)
Py Biap (w)

178 Introduccion a la fisica cuantica - 1.1.0




7.1. Teoria fenomenolégica de transiciones

Vamos a intentar obtener relaciones entre los diversos coeficientes, A, Bio, Bo1. Para ello
vamos a utilizar argumentos de Fisica Estadistica.

Dejamos que el sistema evolucione durante un tiempo suficientemente largo hasta que
alcance el equilibrio caracterizado por

dNy  dNs 0
. dt
Sobra decir que es un equilibrio dindmico (transiciones compensadas):
Pem N2 = Pap N1
de donde
Papy _ No_ Bup(w)
P, N1 A+ B21p (w)

La estadistica de MAXWELL-BOLTZMANN (esMB) establece que en el equilibrio el niimero
de particulas que ocupa un nivel de energia cualquiera del sistema es

E;
N; < g;e*T

donde g; es la degeneracién y k = 1.3805 x 10~ 0erg x K1 = 8.6178 x 107 %V x K~ ! es
la constante de BOLTZMANN. Aplicando esto a nuestro caso, en el que las degeneraciones

son 1
E

_ =2
Ny e kT _Ex—Ey _ hw
_— = = kT = e kT
51
Ny e kT

hemos expresado el cociente entre las poblaciones en funcién de magnitudes que cono-
cemos: frecuencia de la transicién y temperatura a la que estamos trabajando. Vamos a
introducir una hipdtesis adicional, que es valida muchas veces: el campo de radiacién es
equivalente al producido por un cuerpo negro. Gracias a la hipdtesis podemos precisar
el valor de la densidad espectral de energia

La densidad espectral de energia en funcién de la temperatura y la frecuencia se muestra
en la figura 7.1. donde
1

nw)=———
erT — 1

es el nimero medio de fotones por unidad de volumen, modo de vibracién y unidad de
frecuencia a la temperatura 7.

Bl2 w? hw
2,3 h
Pab _e—ﬁ_ e eﬁ—l
- o w?  hAw
Pern A+ B2177r2c3 7%_1
e
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(b)

Figura 7.1.: p(w,T). En a) se muestra la funcién para frecuencias en el visible (w ~ 3 x 10*Hz). En
b) se muestra para temperaturas del orden de 102K . El grueso de la emisién se produce
en el infrarrojo. (Nétese la diferencia tres érdenes de magnitud para p entre una figura
y otra).
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10

2 4 6 8 10

Figura 7.2.: IJJ;T’: ()

para que esto sea cierto para toda frecuencia y toda temperatura se debe cumplir que

Bis = By
huw3
4 = mabe

si los g; > 1 la relacion que se obtiene es

g1B12 = g2Ban
th
A = 57 B

723 g
Este resultado es interesante en la medida en que con la mecédnica cudntica no relativista
no podemos acceder a la determinacién de A, pero si a la de los coeficientes Bis v By
de la absorcién y emisién inducida. Veamos cudl es la relacién entre la probabilidad de
emisisén por unidad de tiempo y la probabilidad de absorcion,

hwf}
P, = A—f—Blgp: W(l"‘ﬁ)BZl
hw? _
Py = WTLBH
P 140
Py a n

En la figura 7.2 se puede apreciar que la probabilidad de emision es muy superior a la de
absorcion para intensidades del campo de radiacion suficientemente bajas y que ambas
tienden a igualarse segiin aumenta la intensidad del campo de radiacién. La probabilidad
de emisién es suma de las probabilidades correspondientes a las emisiones espotdneas e
inducidas. Para que las emisiones espontaneas sean despreciables frente a las inducidas
se debe verificar n > 1. Esto implica que el denominador de

_ 1
n=——>1

hw
exT — 1

sea muy pequeno, es decir, que la energia de los fotones en el campo de radiacién sea
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mucho menor que su energia térmica’, kT

e <1

kT
Las transiciones del éptico que nos interesan se producen entre los primeros niveles del
atomo de H, con energias y frecuencias del orden de

hw =~ 1eV
w ~ 10Hz

Sabiendo el valor de k en eV y utilizando una temperatura del orden de la ambiente,

T = 102K se tiene
hw

- %12
kT 0

T=~102K

Para una temperatura mucho més grande (104K ) se tiene

hw

— ~ 1
kT

T~104K

Para un rango de temperaturas razonable y frecuencias en el éptico las transiciones
espontineas predominan sobre las inducidas. Dentro del marco de la Fisica Cuédntica no
relativista no podemos calcular emisiones espontaneas, pero si las probabilidades de las
inducidas, con lo cual la férmula fenomenoldgica de EINSTEIN nos interesa mucho.

7.2. Analisis cuantico de los fendmenos de transicion

7.2.1. Expresion de la probabilidad de transicién

Veamos hasta donde podemos llegar combinando la ecuacién de SCHRODINGER, un
método perturbativo y ciertas aproximaciones mas o menos razonables.
Vamos a suponer que el atomo sélo tiene dos niveles, 4, f con Ey > E;. wy; = #
Los niveles son no degenerados, por lo que podemos hablar directamente de estados.
Hli) = Eili)
HIf) = Eflf)

escogemos i), |f) de modo que formen base ortonormal:

{if) =
(il2)
(1) =

_ = O

!Esta terminologfa encontrard una justificacién cuando se cuente con las herramientas de la Fisica Esta-
distica, mas adelante en el curso.
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Vamos a admitir que sabemos que en t = 0 el estado del sistema es |i). La evolucién en
el tiempo es

(1)) = e "R |i), VE>0

La probabilidad de transicién es

E; 2
[ = 101 P =

Py ={flv @) =

No hay manera de que el sistema pase por si solo de un autoestado a otro. Para que
la probabilidad de transicion sea distinta de cero nos vemos obligados a introducir una
perturbacién W (¢). Es decir, no habra transicién si no la inducimos. Cuando se introduce
esta perturbacién el hamiltoniano cambia:

H— H=H+W()

vamos a suponer que es a partir de t = 0 cuando comienza a actuar la perturbacion:
vVt < 0, W (t) = 0. Para obtener v (t) debemos resolver la ecS dependiente del tiempo
(va que en general la perturbacién depende del tiempo):

o)

L= ()

y aunque desconocemos quién es 1, podemos desarrollarlo en la base de autoestados? de
H:
3By _iEy
[ (@) =ci(t) e 70 ]i) +cp (t) e n"|f)

Para imponer la condicién de que el sistema estd en |i) para t = 0 debe observarse que
¢i(0) =
c(0) =0

de donde .

[4(0)) = e %0 J4) = [i)
los autoestados |i) y |f) no tienen dependencia temporal, de modo que al introducir
en la ecS se obtiene

8t = <zhcZ "+ Eicie " > i) + ( ihcye

El lado derecho de la ecS vale

H (b)) = M) +W ()] (1)
= e TR (B + W) i) + cpe T (B + W) |f)

E

Tft—i—cE _iZry
Z fEre™ )| f)

*En este caso los estados |i) y |f) no son autoestados del operador hamiltoniano (H’), pero forman una
base del espacio (obtenida como autoestados del operador sin perturbar, H).
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5 10 15 20 E

Figura 7.3.: Valores de ¢; (t) ~ 1y ¢ (t) ~ 0.

Utilizando los dos ultimos resultados en la ecS (igualdndolos) se tiene
. . By . ,iﬂt _iEiy . fiﬂt
ih{ e " Uiy +cre ) | = ciem RIW i) +epe”TIW )

Esto se resuelve proyectando sobre (i| y sobre (f|. Las dos ecuaciones que se obtienen
gracias a las relaciones de ortonormalizacion son:

. By By, . _iEry .
ihéie " n " = cie R (W i) +cpe R G WL S)

N i Biy . _iEry
thepe " " = e "R (fIWi) + e EE(fIWIS)

sistema de edos de orden 1 en el tiempo. Buscamos los coeficientes ¢; (t), cy (t). Al
elemento de matriz (a |[W|b) lo llamaremos W,;,. Aunque es posible resolver de forma
exacta este tipo de sistemas si la dimension es finita y relativamente pequena, vamos
a introducir un método de aproximacién que se utiliza habitualmente cuando tenemos
un sistema infinito-dimensional®: si suponemos que la perturbacién que actia sobre el
sistema es muy débil, durante un tiempo razonable se cumplird que ¢; (t) ~ 1y ¢f (t) ~ 0
(ver figura 7.3).

Cuando tenemos un sistema de edos o de ecuaciones integrales podemos sustituir en la
derecha la primera aproximacion con lo que obtenemos una nueva aproximacion, mejor.
Al proceder asi, por iteracién de aproximaciones sucesivas, las ecuaciones quedan

. B B
ihcie PRt = 'R W,
E E

. iEy B
ihére Tt = e thWfl-

En realidad sélo nos interesa conocer cy. Despejamos ¢y e integramos para obtener

L
cp (t) = - /O eIt Wy (') dt' + cte

3Este método aproximado resultard también apropiado para tratar casos de dimensién finita, aunque estos
puedan resolverse exactamente. Veremos mas adelante que es una aproximacién razonable.
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pero como cs (0) = 0, cte = 0. Esta primera aproximacién? (valida en muchos casos) me
da la probabilidad de transicién como:

" 2
Py = [ef (1) / ot W (¢) di!
0
Las aproximaciones utilizadas anteriormente para resolver la ecS dependiente del tiempo
reciben el nombre de teoria de perturbaciones dependiente del tiempo a primer orden.
Asi, hemos obtenido en teoria de perturbaciones a primer orden la expresion de la proba-
bilidad de transicién P;; inducida por cualquier perturbacion W (t) que nos den. Pero la
que nos interesa es la causada por un campo electromagnético incidente sobre el sistema.

T2

7.2.2. Llega la perturbacion: radiaciéon electromagnética

Vamos a ver qué sucede cuando hacemos interaccionar al 4tomo con un campo elec-
tromagnético. El hamiltoniano es®

/ 1 € 2 c

H = — (P+7A) —ep+V
2m c

(el superindice c identifica el potencial de COULOMB). Este hamiltoniano ha sido obtenido

por el principio de sustitucion minima

H — H =H—e¢
oL e e
p=mv — P=—=mv—-—-A=p—-A

or c c
H’ es el hamiltoniano més sencillo cuya extensién relativista es invariante frente a trans-
formaciones de LORENTZ (es un postulado sélo justificado por la concordancia con el
experimento). p es la cantidad de movimiento mv, la cual coincide con el momento li-
neal antes de introducir el campo electromagnético externo. Pero en presencia de éste,
el momento lineal® es P = mv — ¢A y no p = mv. La magnitud a la que asociamos un

4para convencernos de la bondad de la aproximacién realizada sobre los coeficientes verdaderos, examine-
mos una ecuacién del tipo % =kf, f(0) = 1. Resolvdmosla utilizando aproximaciones sucesivas. Como

aproximacién de orden cero tomamos f<0) (t) =1 y hacemos

df o)
= kO =k

para llegar a la siguiente aproximacién de orden 1, (V) (t) = kt + cte = 1 4 kt. En la aproximacién de
orden 2 tomamos

dt
y obtenemos f® =1+ kt + %ktz. Procediendo de esta forma mediante aproximaciones sucesivas se va

llegando al desarrollo de la exponencial. Lo que hemos hecho nosotros antes es quedarnos en primera
aproximacion.

SEl signo + se debe a que la carga del electrén es —e.
5La cantidad de movimiento (p = mv) coincide con el momento lineal (%—f) siempre que no existan
fuerzas dependientes de la velocidad (como la fuerza magnética. ..). El momento lineal es el momento
conjugado de r.
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operador (en concreto —ihV) es el momento lineal, P = mv — £A y no la cantidad de
movimiento p = mv.

/ 1 € 2 c
H = — (P+7A) —ep+V
2m c
¢, A son los potenciales del campo externo, V¢ es el del campo interno en el sistema
(CouLoMB, por ejemplo) y m puede ser la masa del electrén o la masa reducida en el

problema de dos cuerpos. En el sistema cgs, que es el que estamos usando

10A
B o= =Vo=T%

B = VAA
Podemos romper el hamiltoniano en suma de dos términos: normal y perturbativo
2 2

o= Pivey © poatrap) S
2m 2me

2
2m02 ’A’ - €¢
2

H = T+VC+<26 (P-A+A-P)+ - \A\Q—e¢>

mc 2mc?

H = H+W

donde vemos que la perturbacién tiene la forma (inmanejable):

(& 62
W = (P-A+A-P)+
2me

2
Al —eo
2mc? A
El campo que vamos a aplicar sobre la particula no es uno cualquiera, sino el representado
por una superposicién de ondas planas, por lo que

¢ = 0
w2 ) '
A (I‘, t) = / dWAO (u)) (el(k'r_‘”t) + e—l(kr—wt))

w1

Vamos a seguir trabajando utilizando el A (r,t) de una onda monocromética: prescindi-
mos de la suma en frecuencias y nos quedamos, de momento, con la funcién subintegral.
Luego sumaremos sobre todas las frecuencias del campo incidente.

Aun asi, el asunto es complicado y necesitamos hacer aproximaciones que nos permitan
tener una férmula final para W que sea manejable

1. Vamos a trabajar en el gauge de COULOMB”

V-A=0
"En espafiol gauge a veces recibe el nombre de “invariancia de contraste”.
B = VAA
10A
E = —-Vo———F—
¢ c Ot

Los potenciales ¢, A no quedan univocamente determinados por estas relaciones. Se puede hacer el
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lo que implica

k-A = 0,kLA
P-A = AP

La utilizacién de este gauge no implica que los campos sean estacionarios; de hecho,
no lo seran.

2. La energia que transporta una onda es proporcional a |A|2. Vamos a admitir que
la perturbacion es pequena, con lo que |Ap| < 1 lo que nos permite desechar el
término cuadratico en A. Con lo que llevamos dicho el hamiltoniano perturbativo
vale

wW=-"A.P

mc

Lo que queremos calcular es la probabilidad de transicién de ¢ a f,

t
/O eianit/ sz (t/) dt/

para lo que necesitamos Wy;. Como tenemos ya el hamiltoniano de la perturbacién,
podemos empezar a calcular

2

Py =l (1) = 72

Wt rs,. _ iwggt € ] i(k-R—wt) —i(k-R—wt) |,
e Wfl (t) e <f’ mCAO (w) P (e +e > |z>
= (fl——Aq-Pe R elleren)t 4 (f| = Aq - PeiR fi) el
mc me

acabamos de separar la dependencia temporal de la espacial (una dentro del sand-
wich y la otra fuera). Ahora tenemos que hacer la integral en ¢

e ' 1 — eilwritw)t
wgit W e t/ dt/ — iA P —ik-R |,

| ew ) | o -Pe i) =

1— ei(wfi—w)t

+(f] ——Aq - PR i)
mc W —w

3. Simplificacién (que no tendra validez universal): estamos interesados en las tran-
siciones entre aquellos niveles del atomo de H, donde se verifica

hwe ~ 1leV
wp o~ 10 Hz

cambio
A — A+VS
6 — o--%

se pueden hacer elecciones astutas de f para que V- A = 0. A una eleccién de una pareja de potenciales
se le llama gauge o invariancia de contraste.
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y dado que para provocar una transicién entre dos estados o niveles cuya diferencia
de energia es hwy;, parece razonable® utilizar frecuencias w del campo similares a
wy;, resulta

w = Wy
1 1
W+ wg;

= |
We —w

con lo cual podemos despreciar el término que va en la suma de frecuencias, y asi

1— ei(Uin—w)t

t
| et Wi () ar = i) a0 Pk
0 me W — w

. 2
1 e , 2|1 _ gilwri—w)t
P - ‘ — An-P ik-R | ‘ - v
if K2 <f’ me 0 € ’Z> Wi — w
2 2 | Wi —W
1 e L o2 s [ 5 t}
= ‘(f’ Ao PelieR M’ e (1D
2

4. Hasta ahora se trataba de una onda monocromatica. En general, cuando tengamos
una superposicion de ondas planas

2 | Wri—WwW
1 e N ) sin® | —5—t
Py = g |15 Poue™ R [ A0 (@) g e

1 2
donde Ay = |Ap|u. Vamos a buscar una muy buena aproximacién para la integral
(todavia es muy fea la expresién). El cambio de variable es

W — Wgg

e
“ 2
dw
du = %4
“ 2
con lo que tenemos
2 € kR A2 2 QSiHQU
Pres = g | ocP e R [ [0 ) S

aceptaremos que

U2 gin? gy ® ginu
5 du ~ 5 du=m
u n oo U

1
Algunos valores para convencerse de lo acertado de esta aproximacion se dan en la
tabla 7.1. Si u es suficientemente grande (frente a 1) la aproximacién de la integral

8Por ejemplo, apoyandonos en el éxito experimental de la teorfa cldsica de la radiacién (asignatura OII),
que establece que la potencia emitida es méxima cuando la frecuencia natural de los osciladores atémicos
y la frecuencia del campo son muy préximas (el fenémeno tiene cardcter de resonancia).
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2 4 6
Figura 7.4.: La funcién 5”‘;# (u)

ko I(k)
1 284
2 2098
3 3.04
o0

Cuadro 7.1.: Valores de I (k) = ffzw sin”u gy

a toda la recta es buena.
Tomemos, por ejemplo

w1 = O.lqui — U1 = —0.45wf7;t
wy = 10wy — uz = 4bwyt

para que u; y ug sean lo suficientemente grandes hace falta que

Wfit >1

5. Considerar (y es generalmente cierto) que en el rango en el que Sif;" toma valores
importantes Ao (u) toma valores constantes Ag (u) ~ Ay (0), o lo que es lo mismo

Ap (w) = Ag ().

Después de esta coleccién de simplificaciones la probabilidad de transicién es
27 2 € ik-R |- 2
Pr=—|Ag(0 —P.ue™" )|t
s = o7 A0 (O)F [¢7] = i
Habitualmente, se trabaja con p y no con A. Como para una onda plana monocromatica
[Eo(w)| = £ [Ao(w)],

|Eo(w)|”
47

w? [Ag(w)]?
4mc?

p(w)

asi )
4re
o) = “5-plw)
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y dado que Ag (u)|,_o = Ao (wy;) se llega a la siguiente expresion

_ 87> p(wiy)
F T Rz W?f

. 2
P (m ¢P - uekR yi>‘ ¢

Finalmente la probabilidad por unidad de tiempo de que el sistema haya transitado es

dP;y _ 872 p(wyi)
dt h2m? "‘)]2%

(1P ue®<R )|

Revision de las aproximaciones tomadas
1. (teorfa de perturbaciones a primer orden). Pasamos de ¢ = F(cj,cp) a ép =

F (cz(o), cgfo)>, con cgo) =1y c;o) =0.

2. (perturbacién débil) |A|? < 1

3. (dos)

a) transiciones en el éptico: wy; > 1.

b) heuristica de la teorfa clasica de la radiacién: w ~ wy;.

4. (,Ufit >1
5. |Ag (w)| varfa lentamente y vale en nuestro area de interés A (wy;)

Dado que la probabilidad P;; crece linealmente con ¢, % es una constante tal como se

postula en la teoria de EINSTEIN. Por ello podemos escribir que
1 dPy

plwir) dt

87° p(wri) KR (|2
= agr o | ePueR)
fi

Bif =

La variacion de las probabilidades de transicion tiene siempre la forma

dPiy _

.\ |2
L~ |10l

donde O es un operador de transicién que varia segun la transicién sea electromagnética,
débil. ..
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Figura 7.5.: Figura comparativa entre niveles de energia bien definida, que emiten un fotén de fre-
cuencia definida y niveles que forman una banda borrosa, que dan lugar a una indeter-
minacién en la frecuencia del fotén emitido.

iHay conservacion de la energia?

Hasta ahora hemos supuesto que en una transicién electromagnética la energia del
fotom es
hw fi = E f— E;
Sin embargo de la ecuacion 7.1 se deduce que la frecuencia del fotén puede ser distinta
de wy;, lo cual parece estar en contra del principio de conservacién de la energia, puesto
que en ese caso la energia que aporta el campo y la que se absorbe son diferentes

hw # hwy; = Ej — E;

Puesto que no se puede medir la energia de un estado con precisién arbitraria (en un
tiempo finito de medida), sino que la precisién depende de la relacién de incertidumbre

AEt ~ h

la diferencia entre niveles de energia es un tanto borrosa. Se puede ver en la figura 7.4 que
la probabilidad de transicién es razonable para frecuencias del campo (o de los fotones
que lo componen) tales que su diferencia Aw con w;s verifica

Awt <7
Si multiplicamos esta expresién por A,
hAwt < hn

y tenemos en cuenta que a Aw le corresponde una diferencia de energfa (entre E; — E;
y la energia de los fotones que componen el campo) AE = hAw, se obtiene que

AEt < hr~h

La relacion es compatible con la obtenida anteriormente, por lo que no se viola el prin-
cipio de conservacion de la energia. La vida media tipica de un nivel atémico puede
ser del orden del nanosegundo, o sea, t ~ 10™%s, con lo cual la incertidumbre en la
caracterizacién de los niveles atomicos es muy pequena

AFE ~ ? ~ 10 "eV

Después de haber hecho estos comentarios serd mas facil comprender el cardcter resonan-
te que tienen los procesos de transicién. El intervalo de frecuencias del campo alrededor
del valor de w;y ~ 10" Hz para el cual la probabilidad toma valores apreciables es
Aw =~ 7/t ~ 10°. Aparentemente es un valor enorme pero, en realidad, se trata de una
cantidad ridicula comparada con el valor de w;y, tipicamente una millonésima de su
valor. Dicho con otras palabras, a la escala natural de frecuencias asociadas a las transi-
ciones en el optico, la probabilidad de transiciéon se comporta casi como la distribucion
d(w — wif).
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7.2.3. La aproximacion dipolar eléctrica

Empezaremos con una aproximacion grosera que justificara el calculo posterior.

<e“‘"‘> = (14+ik-r+...)
14+ a0+
~ —a
) 0

= 1+0(107%—107")

como ag ~ 0.5A y A es una longitud de onda del espectro visible (del orden de 103 —10%A),
se puede despreciar el término .

Supondremos ademas que la luz incidente estd polarizada en la direccién del eje z, con
lo que u = (0,0,1). Se puede obtener el coeficiente de EINSTEIN

872 .
By = g, 1P
El operador P, puede escribirse
m
z = ¢ 72
P. = 2L [, 2)

con lo que

(FIPdiy = T F I 2l

= "(finz - zH)i)

= By - B (f1204)

= imuwy; (f12]0)

de lo que se obtiene

87T2 02
Big = - {7 le2])
Gracias a la teoria fenomenolégica de EINSTEIN se puede dar la siguiente expresién para
el coeficiente de la emision espontanea:

3

ﬁw?cz 8wﬁ (2
A=Ap= 0By = 2 (fle2]i)

Ahora podemos apreciar lo apropiado del calificativo “aproximacién dipolar eléctrica”,
puesto que el operador que gobierna la probabilidad de transicién es eZ, el dipolo eléc-
trico. Vamos a estimar el valor de los coeficientes para energias del orden de (1 < 10) eV
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(el espectro 6ptico o regiones préximas a él)

3
Sl
8w? 5 ht
73 ¢ met
8 (hw)® 1

m2c3 e?

8 (hw)” he 1
(m62)2 e’ h
8 (hw)® 1
a(me2)? h

(10" & 10%) 57!

A

Q

Q

Donde se ha preferido transformar las expresiones a evaluarlas directamente, utilizando,
entre otros datos, el valor de la constante de estructura fina o = % = %7 (ver problemas),
la energfa en reposo del electrén me? = 0.5 x 10%V y h =6 x 1071%eV x erg~!. Como
se puede demostrar ficilmente, si la probabilidad de transicién por unidad de tiempo
es A, la vida media es del orden de %(Ver problemas). Por lo tanto estas transiciones

espontaneas se producen en tiempos de entre 10~7 y 10~? segundos.

7.2.4. Relacion entre las prediciones cuanticas y las clasicas

Consideremos un conjunto muy grande de sistemas aislados que experimentan tran-
siciones espontdneas. En la unidad de tiempo el ntimero total de sistemas que sufre
transicion de f a i (espontanea) es NyA. y como la energia que pierde cada uno es fuwy;,
resulta que la potencia emitida por el conjunto es

dWw
— = = NyAhwy;

y rescatando la expresién del coeficiente A
aw 8w;%i
dt cd

[(fleZ] )

Por otra parte, la radiacién que emite un oscilador clasico de frecuencia wy y amplitud
o es porporcional a

wé (ea:o)2

con lo que hay una coincidencia en la dependencia funcional de la potencia emitida en
la frecuencia de radiacién (en el modelo clasico la radiacién emitida tiene la frecuencia
de oscilacién del oscilador wp).
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7.3. Reglas de seleccion

Son conjuntos de relaciones que deben satisfacer los nimeros cuanticos de los estados
involucrados en una transicién para que ésta tenga una probabilidad no nula de suce-
der. Dicho de otro modo, cuando los niimeros cudnticos asociados a los estados 4, f no
satisfacen estas relaciones, P;y es cero.

Recordemos que Py o< [(f |eZ] ) |2 en la aproximacién en la que hemos trabajado. Por
lo tanto, para que F;s sea cero,

[(fleZ|D)P = 0
e/drd)}zd)i =0

La funciéon de onda del estado a para el atomo de H se puede descomponer como ya
sabemos:

$a (1) = Ry, (1) Yo, ()

Vamos a evaluar la integral para ver en qué condiciones la probabilidad es cero. Tenemos
en cuenta que z =rcosf y

e/dT’ 75 Ry, (1) R, (7) /dQ (Y’ilff>* cos 0,51, = elrad X Lang

De las dos integrales la tnica que se anula de forma sistematica, cuando se dan ciertas
condiciones, es la angular por lo que vamos a centrar nuestra atencién en ella. Como
cos § no nos gusta, escribimos cos § o Y (€2) y entonces

Tang / a0 (Yi{f) yivh

Tenemos una integral que contiene el producto de tres arménicos esféricos (autofunciones
del momento angular). Para evaluarla es inteligente valerse de los CG para poner el
producto de dos de ellos como una combinacién lineal de armoénicos esféricos.

14+1;
YRQYE (@ = > 0,06, m|Lm) Yk
L=[1—1;]
= C(1,0,L;,mll; — 1,m;) Y=t +
C (1,0,1;, mg|l;, m;) YJ{@. +
C (1,0, 1, mills + 1,m;) Y,i+1
= aVhi 4 gyl

La ultima igualdad se obtiene porque el CG intermedio es nulo (ver tablas). Hemos
puesto un producto de armoénicos como combinacién lineal de otros armoénicos donde los
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=2

1:1 _ v

v

A 4 1=0

Figura 7.6.: a) Transicién de { = 2 a [ = 0. b) La transicién de [ = 2 a [ = 1 tapa totalmente la
transicién de ! = 2 a1 = 0 (la probabilidad de la segunda es tan pequefia que raramente
se observa).

coeficientes constantes «, G son CG. Ahora ya podemos afrontar el calculo de la integral
angular Iung

Lng o /dg ARG a/dQ (vid,) i +ﬁ/dQ (vid, ) !
= aélfli_léermi + /Bélle_l(Smfmi

En consecuencia, para que haya una probabilidad no nula de transicién debe cumplirse

ly e {l;£1}

mf:ml-

condiciones que conforman las reglas de seleccién para el operador eZ. Si levantamos la
restriccién de que sea luz polarizada segin el eje z, las reglas son, en la aproximacién
dipolar eléctrica (que es buena para transiciones en el 6ptico):

ly € {li:tl}
my € {m;,m; £1}

En realidad, estas reglas de selecciéon no son exactas. Recordemos que la expresion de
Py de la que se obtienen, aunque valida para las transiciones en la regién del 6ptico, es
aproximada. Por ello cuando partiendo de un estado no hay ningtin otro accesible por
medio de una transicién dipolar eléctrica, resulta posible observar transiciones a estados
que no satisfacen las reglas anteriores. Por supuesto F;; es extraordinariamente pequeinia
lo que se traduce en una vida media extraordinariamente larga. Observemos el ejemplo
de la figura

La transicién de [ = 2 a [ = 0 no es dipolar eléctrica porque los saltos de [ para este
tipo de transiciones son de 1. Sin embargo la transicién acaba ocurriendo porque es la
Unica posible.

Cuando estamos en el rango de energias de los rayos X (hw = 1KeV') no se puede
dejar el desarrollo de la exponencial en los elementos de matriz en el primer término (v.
apartado 7.2.3). Se observan otras transiciones tales como las dipolares magnéticas o las
cuadrupolares eléctricas (las cuales llevan asociados operadores de transicién distintos
al dipolar eléctrico eZ). Esto también ocurre en las transiciones entre estados nucleares.
Alli, las energfas involucradas son del orden del MeV = 10%V lo cual produce longitudes
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de onda tipicas del orden de A = 100fm = 1073A ?, siendo el tamaiio de los nticleos de
unos pocos fm. Por lo tanto la razén <§> no es despreciable.

Insistamos, para finalizar, que estas reglas de seleccién, aunque aproximadas, son va-
lidas para transiciones en las que la energia intercambiada con el campo es del orden de
magnitud del eV. Han sido obtenidas sin tener en cuenta que el electrén es una particula
con espin. En el préximo capitulo daremos (sin demostracién) las reglas de seleccién

para funciones de onda con buen momento angular total en las que se incluye el espin .

7.4. Problemas y ejercicios

7.4.1. Enunciados

1. [TS*] Justifique que el hamiltoniano asociado a una particula de masa m y carga
e, en interaccién con un campo electromagnético externo, viene dado por

H:i(P—EA)2+e¢

2m

2. [T] Demuestre que en el gauge de radiacion (V- A =0) se verifica la siguiente
ecuacién entre operadores.

P-A=A-P
3. [A] Sea
2
W=—"A-p+——|AP
me 2mc

Demuestre que

a) el orden de magnitud del primer término es el del dipolo eléctrico del dtomo
veces el campo aplicado |E|.

2 |E|

b) la razén entre los dos términos de la perturbacién W es del orden de ag'.

4. [T] Demuestre que
m

Pa: h

[HOv Xa]

conHog =2 4L V(x)y Xy =X,V Z.

5. [T] Sea A la probabilidad de desexcitacién espontdnea de un cierto nivel. Si en
t = 0 la poblacién de dicho nivel es Ny,

a) determine la poblacién N (t) para cualquier tiempo ¢ posterior
b) encuentre el tiempo ¢; /5 para el que la poblacién se reduce a la mitad.

c) obtenga el tiempo medio durante el que un atomo se encuentra en el nivel
antes de decaer.

9El ferms (fm) es la unidad de longitud habitual en fisica nuclear. 1fm = 10" °A.
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10.

7.4.2.

Probl

7.4. Problemas y ejercicios

[A] Calcule el coeficiente de EINSTEIN asociado a la transicién inducida entre los
nivelesn =1,1=0,m =0y n =2, =1, m = 0. Suponga que la radiacién externa
estd polarizada segun el eje z.

[A] Deduzca del resultado anterior obtener el coeficiente de EINSTEIN A.

[A] Consideremos de nuevo la transicién del problema 6 inducida por una radiacién
externa cuya densidad de energia por unidad de volumen e intervalo unidad de
frecuencias es p = 10~ 4erg x seg/cm?. ; Qué tiempos de observacién son adecuados
para la aplicacién de las expresiones obtenidas en la teoria?.

[A] Utilice las reglas de seleccién para determinar qué transiciones espontdneas son
posibles entre los tres primeros niveles de energia del dtomo de hidrégeno.

[A] Una particula de masa m y carga g se mueve a lo largo del eje de las = sometida
a un potencial armoénico de frecuencia w. Obtenga las reglas de seleccién para
transiciones inducidas por radiaciéon polarizada segun el eje z y cuya longitud de
onda es suficientemente grande (de modo que podemos aplicar la aproximacién
dipolar eléctrica).

Algunas soluciones

ema 4

Hace falta saber las relaciones de conmutacion [Xy, Pg| = thdap y [Xa, X3] =0

La co

http:

gmmazi”5+wm%}
= 127%
R

7

ﬁ

ﬁ%—%ﬁ)

I
—~ T

- ZW(PX — XoPa) + (PaXa — XoPa) Pa)

2h
= P,
mponente « del momento lineal viene dada por la expresion
0
Pa ih—
~"da
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Si el momento lineal coincide con la cantidad de movimiento mXx podemos demostrar
esta relaciéon como sigue utilizando que la derivada temporal de un operador O es

do 1
U i [0, H|
de aqui se tiene que
1
DXa - = Xaa
7 (Yo, H]
(donde D es el operador derivada) y ya que P, = mDX, se tiene
Pa =~ (20, 1) = i, )
o h Q) - m ) o

Problema 5

1.

198

Lo que hay que hacer es resolver la ecuacién diferencial de EINSTEIN para transi-
ciones espontaneas

AN
S = AN
dt

con la condicién inicial N (0) = Ny. La solucién es

N (t) = Noe A

Para el tiempo t1 se obtiene trivialmente
2

—A N
N(t;) — Npe =20
2 2
de donde

—Atl 1

2 e —

¢ 2

log 2
t% = A

Para hallar 7 tenemos que calcula la siguiente integral

(t>:T:/OOOtPD(t)dt

siendo Pp (t) la probabilidad de que un atomo se desintegre en el intervalo de
tiempo t, t 4+ dt. Podemos escribir

Pp (t) = prob de que no desintegre hasta ¢t X prob de que desintegre en t,t + dt

De acuerdo con la teoria que hemos estudiado, la probabilidad de que un atomo
se desintegre en un segundo (cualquiera) es A. Por lo tanto la probabilidad de que
se desintegre en el intervalo un intervalo de tiempo dt serd Adt. La probabilidad
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Simbolo Nombre espanol Nombre inglés

T vida media (average) lifetime
t semivida half-life

pol=

Cuadro 7.2.: Nomenclatura

de que un atomo no se haya desintegrado hasta el instante t la obtenemos como el
cociente del nimero de d4tomos que pueblan el nivel inicial en ese instante, Noe
v los Ny iniciales. Luego

Noe ™ 4
No
es la probabilidad de que no se haya desintegrado hasta t.

T o= / tPp (t)dt = / te= A Adt
0 0

_ 1= —at

= A/o (At) e *d (At)
1 [ _,

= A/o ue” “du
I'(2) 1!

A A

S

Problema 6

Calcule el coeficiente de EINSTEIN asociado a la transicion inducida entre los niveles
n=1,101=0m=0n=2,1=1, m = 0. Suponga que la radiacién externa esta
polarizada segun el eje z.

Acudamos a la expresion de la teoria

87'('2 2
3100;210 = ﬁ ‘(210 \eZ] 100)’

Hay que calcular el elemento de matriz

(210]Z|100) = /dr ®310 () 20100 (r) = {z = rcos b}

o
_ / dr v Roy (r) Ry () / 4 (Y{)" (9) cos Y2 ()
0
si usamos las expresiones de los arménicos esféricos que aparecen,

Yy (Q) = \/%COSQ

YO = /-

™
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y la expresién de diferencial de angulo sélido

dQ = sin 0d0dy

obtendremos
3 [es) 2T T
21012100y = V3 drr3R21R10/ d¢/ d6'sin 0 cos? 0
4T Jo 0 0
V3
= ElradXIang

1
7Ira
V3

para hacer la integral radial hace falta buscar en una tabla las funciones R.

_3 _r
Ry = 2a02€ a0
1 -5 _r
R = ——=a,3’re
Sustituyéndolas
1 -3 (o) 3 r
(210]2]100) = ——20_ drr3 <r>e :(5)
V36 Jo ao
oo
= 1 o dpp467%p

V36 Jo

(con el cambio p = aT—O en la segunda ecuacién). Ahora hacemos u =

5 proo
ap (2 / 4 —u
210 |Z]100) = — duu~e

en los exdmenes estas integrales son comunes, y se nos dard el dato final, en este caso

[\S][SV]

p

o0
/ duu'e™ =T (5) = 4!
0

Sustituyendo el elemento de matriz recién hallado en la expresién del coeficiente

2182 6261(2)

310 A2

Bij =
Una vez que tenemos esto podemos hallar la A ficilmente (problema 7).

Problema 7

3 2
A, er 210 eag (hwyi)
fi= 723 T 310 2, (hc)2
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2

utilizamos que ag = %

_2%1 (hwp)?
LT (he) (ch)2
FE 3
hwfi =Fy— Fy = _ZI — (_EI) = ZE[ ~ 10.2eV

usando los datos (que deberfan empezar a sernos familiares)

he = 1973eVA
me? 0.5 x 10%eV

¢ = 3x10%ms ' =3x10%A4s7!
1
* T 137

luego Ay5_0p >~ 4 X 105! y la vida media es 7 ~ 0, 25ns .
El tiempo que tarda en decaer de un estado excitado al fundamental de forma espon-
tanea, como vemos, es bastante corto.
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Abreviaturas y convenios

Abreviaturas
ecS ecuacién de SCHRODINGER esMB estadistica de MAXWELL-BOLTZMANN
ecD ecuacion de DIRAC esBE estadistica de BOSE-EINSTEIN

ecO ecuacién de ondas

ecM ecuaciones de MAXWELL

CG coeficientes CLEBSCH-GORDAN
exSG experimento STERN-GERLACH CM centro de masas

esFD estadistica de FERMI-DIRAC

sr sistema de referencia

Unidades y terminologia

Se utilizard de modo preferente el sistema cgs. Atencién a las constantes en las ecua-
ciones del electromagnetismo.

estacionaria se dice de una magnitud que es constante en el tiempo (con derivada parcial
respecto al tiempo nula).

homogénea se dice de una magnitud que no es funcién de punto (las derivadas parciales
respecto a coordenadas espaciales son nulas).

Notacion

Operadores

En modo matematico ITEX (y por tanto LyX) utiliza por defecto nimeros tipo Ro-
man mientras qye los caracteres son tipo Italic. Para caracterizar las magnitudes fisicas
escalares utilizaremos letras de tipo itdlica en cursiva. Ejemplos son la distancia al origen
r, la frecuencia w o la energia F. Las magnitudes vectoriales vendran escritas en Roman
negrita como, por ejemplo, B y p que son respectivamente la induccién magnética y el
momento lineal. Para los operadores se utilizaran letras Roman (r, H respectivamente
el operador asociado a la coordenada radial y el hamiltoniano) excepto si son operado-
res vectoriales en los que emplearemos letras rectas y sencillas mediante la font Sans
Serif (L, p, r son el momento angular orbital, el momento lineal y el operador asociado
al vector de posicién). En el cuadro .4 situamos juntas para su comparacién algunas
magnitudes fisicas y el observable asociado.

Nota: la aplicacién de este convenio notacional condujo a algunos conflictos, por lo
que no es completa a lo largo del documento.
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Magnitud Posicién | Distancia | M. lineal | M. angular | Energia
Simbolo Mag. r r p L H
Simbolo Oper. r T p L H

Cuadro .4.: Notacién para operadores.

Aproximaciones, igualdades formales

Haremos dos tipos de céalculos aproximados:

» De precisién “orden de magnitud” (simbolo ~). Estos célculos pueden ser inexactos
hasta en un orden de magnitud.

= Calculos mas finos, pero, por supuesto y como muchas veces en fisica, no totalmente
precisos (para ellos utilizaremos el simbolo ~).

Por otra parte, el simbolo = se utilizard para denotar igualdades formales, es decir,
igualdades que no deben entenderse matematicamente del modo convencional estricto
(porque no tendrian sentido). Un ejemplo de esto lo constituye la regla mnemotécnica
del producto vectorial que lo “iguala” (en el sentido de =) a un determinante, algunos
de cuyos elementos son escalares y otros de los cuales son vectores.

Clasificacion de los problemas

Es conveniente saber cudl es el propdsito de cada problema y sobre qué puntos merece
la pena incidir a la hora del estudio de la resolucién de problemas. Por eso se han
clasificado los ejercicios utilizando los siguientes cédigos.

[T] Problema de naturaleza teorica que complementa las clases de teoria.

[TS] Problema tedrico suplementario.

[A] Problema de aplicacién de la teoria.

[X*] Los problemas marcados con un asterisco presentan una mayor dificultad.
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A. Comentario a la bibliografia.

El | | es un libro de un nivel similar o, ligeramente superior al del curso. Trata
muchos temas previos a este curso y algunos posteriores. El | | es el libro que
més se aproxima a la parte de fisica atémica de este curso. El | | es til para la
segunda parte del curso, dedicada a las estadisticas cuanticas. El | ] es un libro

de mecdanica cuantica bastante amplio y completo que trata en apéndices numerosos
problemas de fisica cuantica. Tiene un nivel superior al de este curso. Cabe destacar las
poderosas analogias que los autores son capaces de establecer con la éptica. Por ltimo,
el | | es otro libro excelente que conjuga de forma bastante acertada formalismo
e interpretacién de la mecanica cudntica. Nivel superior al del curso, pero completamente
recomendable para un estudio serio de la materia.
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Historia

0.0.1 - 2 de junio de 2000

Primera versién ptublica -JRG y ATC.
Agradecemos las notas del primer capitulo a Teresa Marrodan Undagoitia.

Agradecemos la colaboracion en las figuras de Cristina Borrero del Pino.

1.0.0 - 23 de mayo de 2002

Anadidas referencias a la bibliografia para numerosas figuras ausentes ~JRG.
Comentarios a la bibliografia —JRG, ATC.

Mejoras generalizadas en el documento —JRG y PRM.

Retoques en la seccién de abreviaturas y convenios —ATC.

Movido el capitulo de transiciones electromagnéticas al final. ~ATC

Cambio notacional, para adecuarse a lo indicado en .Abreviaturas y Conve-
nios”. La reescritura ha topado con algunas dificultades que han de salvarse
en proximas versiones. —-JRG

1.1.0 - 15 de abril de 2004

Nueva licencia Creative Commons Non Commercial Share Alike.

Actualizacion de plantilla a book-latex-es-b y metadatos al esquema 1.1 —
ATC.

Incorporacién de la versién mds actual del manifiesto (2.0), asi como de una
descripcién del proyecto librosabiertos —ATC.

Pequenas correcciones ortogréficas y de estilo en texto y férmulas —ATC.
Correccion de erratas - JRG.

Reconstruccién de originales vectoriales para numerosas figuras, aprovechando
para mejorar la visibilidad de sub/superindices, y mejorar presentacion.

Las siguientes tareas merecen atencion, a juicio de los editores y autores:

» Crear un indice de materias.

= Completar las figuras. Se necesita especial ayuda para los diagramas de niveles.

= Homogeneizar el tratamiento notacional de los operadores.
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= Incorporar una buena explicacion del concepto de masa reducida.
= Explicar el calculo del hamiltoniano de una particula en un campo magnético.

» Justificar bajo que condiciones una particula compuesta puede tratarse como un
fermion o boson elemental

= "Hace falta ayuda para incorporar algunos elemenotos de los problemas como com-
plementos al texto principal’: ’en uno de los problemas se explica el origen del
hamiltoniano de una particula en un campo elecromagnetico externo, en otro se
trabaja con coordenadas relativas y masa reducida...’
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Creative Commons Deed

Attribution-NonCommercial-ShareAlike 1.0: Key License Terms

Attribution. The licensor permits others to copy, distribute, display, and perform the work. In
return, licensees must give the original author credit.

Noncommercial. The licensor permits others to copy, distribute, display, and perform the work.
In return, licensees may not use the work for commercial purposes — unless they get the
licensor’s permission.

Share Alike. The licensor permits others to distribute derivative works only under a license
identical to the one that governs the licensor’s work.

Whoever has associated this Commons Deed with their copyrighted work licenses his or her
work to you on the terms of the Creative Commons License found here: Legal Code (the full
license)

This is not a license. It is simply a handy reference for understanding the Legal Code (the
full license) - it is a human-readable expression of some of its key terms. Think of it as the
user-friendly interface to the Legal Code beneath. This Deed itself has no legal value, and its
contents do not appear in the actual license.

Creative Commons is not a law firm and does not provide legal services. Distributing of,
displaying of, or linking to this Commons Deed does not create an attorney-client relationship.

Learn how to distribute your work using this license
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Manifiesto de Alqua

Origen y metas del proyecto

En 1999 fundamos el proyecto Alqua con el objetivo de promover la creacién de un
fondo de documentos libres de caracter cientifico que permita a cualquiera aprender con
libertad.

Al constatar la duplicacién de esfuerzos en la preparaciéon de materiales didacticos
para la fisica y con el deseo de compartir nuestros conocimientos, nos inspiramos en
los principios de libertad que rigen el movimiento del software libre para establecer
aquéllos de Alqua. Primero pensamos que lo que escribiésemos deberia poder disfrutarse
sin merma de libertad por las personas interesadas, y mas tarde decidimos organizar
nuestros esfuerzos para ayudar a otras personas que compartian nuestra vision a difundir
sus saberes mediante un esfuerzo cooperativo.

Para hacer efectivos dichos principios decidimos que los documentos publicados deben
ser libres en un sentido amplio: pueden reproducirse y distribuirse (gratuitamente o no,
es irrelevante) pero también pueden modificarse y usarse como base para otros trabajos.
A fin de evitar que estas libertades del lector-autor se restrinjan posteriormente, los
documentos contienen una licencia que explica los derechos que posee y estipula que
nadie que distribuya el documento, modificado o no, puede hacerlo de modo no libre.

Las ventajas de los documentos libres

Actualmente es ilegal compartir o modificar la mayoria del conocimiento cientifico
en fuentes impresas, que suelen ser inaccesibles para la mayoria de los estudiantes y
bibliotecas del mundo en virtud de su precio y se actualizan con poca frecuencia debido
a su sistema de distribucién tradicional.

En este contexto los documentos libres presentan ciertas ventajas.

Por una parte, en algunas disciplinas los documentos libres permiten facilitar el esta-
blecimiento de un sistema de mérito reduciendo las barreras de precio y disponibilidad.
El modelo de desarrollo libre para la ciencia se apoya sobre las libertades de distribucién
y modificacién. Estas se ven favorecidas por el medio digital, asi como por la concepcion
del conocimiento como un patrimonio comunitario. Todo lo anterior permite reducir el
coste del documento a una cantidad marginal y anima a que lo mejor se combine con lo
mejor para producir un resultado excelente a la vez que actualizado.

Por otra parte, en casos donde la evaluacion del mérito es mas subjetiva, los documen-
tos libres pueden aportar una base sobre la que elaborar con un menor esfuerzo diferentes
perspectivas doctrinales o estéticas, mutaciones, iteraciones y apuestas que incentivan la
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creacién como un aspecto mas del disfrute de la obra.

En suma, los documentos libres fomentan un acceso a la cultura mas justo y com-
pleto. Para algunos dominios del conocimiento cientifico el proceso de desarrollo libre
facilita la recombinacion, lo que permite la produccion de obras muy sofisticadas y com-
pletas mientras que en otros ambitos facilita la difusion de perspectivas plurales y la
experimentacién creativa.

Una nueva dinamica de creacidon y aprendizaje

Algunas personas que hemos conocido estan interesadas por este modelo de colabo-
racion, pero se preguntan qué clase de control tienen sobre sus documentos libres. La
respuesta es sencilla: la licencia esta disenada de modo que a cada cual se le atribuya
aquello de lo que es responsable y nada mas. Para ello, se incluye en el documento una
seccion en la que se explica quién hizo qué y cuando lo hizo.

Uno de los efectos més interesantes de introducir los documentos libres en el aula es
que difuminan la frontera entre quien aprende y quien ensenia. Los documentos libres son
un puente para establecer contacto con una comunidad de interés mucho maés vasta que la
del centro educativo, permitiendo el aprendizaje continuo y fomentando una experiencia
plural y transformadora: el criterio para participar en un documento es, solamente,
hacerlo bien.

Un autor puede pensar que distribuir su documento bajo un copyright que restringe
la libertad de copia es mds rentable que otorgar mayores libertades. Esto no es necesa-
riamente asi, por varias razones.

En primer lugar, libre no quiere decir gratuito. Una editorial puede publicar un do-
cumento libre obteniendo beneficio de ello. De hecho, es una buena idea hacerlo dado lo
agradable que resulta manejar un libro bien encuadernado. También los autores pueden
aceptar una compensacion de los lectores por su trabajo en un determinado documento.

En segundo lugar, la mayor parte de los autores son primeramente lectores. Cabe espe-
rar, pues, que para la mayoria el enorme ahorro derivado del acceso a muchos documentos
libres supere holgadamente el beneficio econémico obtenido de unos pocos documentos
no libres. La experiencia del software libre lo avala.

Finalmente, no se puede poner precio al beneficio social derivado de la existencia de
documentos libres. Gracias a los derechos que uno posee sobre un documento libre puede
adaptarlo para un curso académico eliminando lo que no es pertinente o es demasiado
avanzado y complementando el tema con nuevas aportaciones, desde ejercicios o diagra-
mas hasta apartados enteros.

Pensamos que las universidades u otras instituciones educativas podrian cumplir mejor
su funcién social poniendo a disposicién de la sociedad que las financia, en condiciones
de libertad, su patrimonio mas importante: el conocimiento.

El modelo de cooperacién que proponemos (que anima al trabajo en equipo aunque no
lo impone) permite abrir todas estas perspectivas y algunas méas. Alqua intenta ofrecer
los medios para esta tarea y relacionar, a través de los documentos libres, a los que tienen
saberes que comunicar y a los que sienten curiosidad por dichos saberes.
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Conclusion

Alqua tiene una tarea muy ilusionante y tan ambiciosa que sélo es factible en comu-
nidad. Por ello, pedimos a las personas que forman parte de instituciones o empresas
que colaboren con Alqua para que éstas apoyen econdémicamente el proyecto o patroci-
nen ediciones impresas y donaciones a las bibliotecas publicas. Ciertamente, los medios
materiales son necesarios, pero inttiles si, a nivel particular, no contamos con tu parti-
cipacién como individuo, aprendiendo y enseniando, para que los documentos libres en
marcha y otros nuevos alcancen los altos niveles de calidad a los que aspiramos.

Te invitamos a construir un patrimonio cientifico que nos pertenezca a todos.

Versién 2.0, marzo de 2003
http://alqua.org/manifiesto Copyright (C) Alvaro Tejero Cantero y Pablo Ruiz Muz-

quiz, 2003. This work is licensed under the Creative Commons Attribution-NoDerivs
License. To view a copy of this license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-
nd/1.0/ or send a letter to Creative Commons, 559 Nathan Abbott Way, Stanford,
California 94305, USA.
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El proyecto libros abiertos de Alqua

El texto que sigue es una explicacién de qué es y cémo se utiliza un libro abierto
y contiene algunas recomendaciones sobre céomo crear un libro abierto a partir de un
documento de Alqua. Si estas leyendo estas paginas como anexo a otro documento, éste
es casi con seguridad un documento libre de Alqua; libre en el sentido descrito en el
manifiesto de Alqua y las directrices para documentos libres de Alqua . Si has obtenido
dicho documento en un centro piblico, como una biblioteca, entonces es ademas un libro
abierto de Alqua.

Qué son los libros abiertos

Los libros abiertos son ediciones impresas de los documentos libres de Alqua que
se pueden obtener en las bibliotecas u otros centros publicos. La particularidad de los
libros abiertos no reside en qué contienen (el contenido es el mismo que el de los libros
descargados de la red) sino en cdmo pueden utilizarse.

Al igual que los usuarios de Alqua a través de la red forman una comunidad de
interés que aprende colectivamente leyendo los documentos, discutiendo sobre ellos y
modificindolos para adaptarlos a propoésitos muy variados, los lectores de una bibliote-
ca constituyen también una comunidad. El ciclo de vida de un documento libre es de
constante realimentacién: las nuevas versiones son leidas, corregidas o quizéd bifurcadas,
lo que conduce a la publicacién de nuevas versiones listas a su vez para un nuevo ciclo
del proceso. jPor qué no abrir esa dindmica a la participacién de comunidades que no se
articulan en torno a la red?. No todos disponen del tiempo o los medios para participar
efectivamente en el proceso de mejora de los documentos a través de la red, que es la
aportacién diferencial mas importante de los libros libres respecto a los no libres. Por ello
queremos poner a disposicion de las bibliotecas libros abiertos que faciliten lo siguiente:

= El acceso de personas sin recursos informéticos al conocimiento que su estudio
proporciona.

= La posibilidad de contribuir a la mejora de dichos documentos por parte de la
amplisima comunidad de lectores de las bibliotecas, sin otro medio que un lapiz o
una pluma.

= La formacién de grupos de interés locales: compartir a través de un documento

libre puede compartir su proceso de aprendizaje con personas interesadas por temas
afines.
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= La constitucién, hasta en los centros que cuentan con una financiacién més débil, de
un fondo de documentos libres que cubra areas del conocimiento que su presupuesto
no permite afrontar.

i Como puedo contribuir a los libros abiertos?

Sélo tienes que utilizarlos como si fuesen tuyos, pero recordando que compartes tu
experiencia de aprendizaje con otras personas.

Por ejemplo, contrariamente a lo que harias con cualquier otro libro de la biblioteca
puedes escribir en los margenes de los libros abiertos tus propios comentarios: correc-
ciones, aclaraciones, bibliografia relacionada... Intenta hacerlo ordenadamente, de modo
que no interrumpa la lectura.

Si quieres compartir algin razonamiento mas largo, puedes utilizar tus propias hojas
e incorporarlas al final del documento, poniendo una nota donde corresponda. En este
caso, no olvides firmar tu contribucién con un nombre o seudénimo y, opcionalmente,
una direccion de correo electrénico u otra forma de contacto.

Cualquiera que pueda participar a través de la red puede incorporar tus contribucio-
nes a la versién que se distribuye en linea, con la ayuda de la comunidad de Alqua.
De esta manera abrimos el mecanismo de colaboracion a los lectores que no estan acos-
tumbrados al ordenador o prefieren no usarlo. La firma permite atribuir la autoria en
el caso de que los cambios se incorporen y establecer contacto al respecto. Damos por
hecho que al escribir tus aportaciones en un libro abierto estas de acuerdo con que sean
libremente utilizadas (en el sentido descrito en las directrices para documentos libres ya
mencionadas) y por lo tanto incorporadas a las sucesivas versiones digitales.

Los libros abiertos pueden ser editados de modo que se puedan separar sus hojas porque
no hay inconveniente en que éstas sean fotocopiadas: no tenemos que usar la encuader-
nacién como un modo de evitar la reproduccion, puesto que no sélo no la prohibimos
sino que animamos a ella. Por tanto, una vez que obtengas un ejemplar en préstamo
puedes llevar contigo sélo la parte que estés utilizando.

Como lector, tu ayuda es necesaria no sélo para mejorar los documentos, sino para
que existan: hace falta imprimir, encuadernar y donar a una biblioteca un documento
libre de Alqua para que se convierta en un libro abierto.

Quienes tengan acceso a una impresora pueden ayudar a que los libros abiertos per-
duren en la biblioteca sustituyendo las partes deterioradas por el uso y actualizando
peridédicamente el documento impreso. Para facilitar la tarea a continuacién propone-
mos un sistema de encuadernacién modular.

i Como puedo publicar un libro abierto?

Los pasos para publicar un libro abierto son los siguientes:

1. Imprimir la versién mas actualizada del documento tal cual se distribuye en la
pagina web de Alqua, http://alqua.org
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2. Conseguir una encuadernacién modular — sugerimos un archivador de anillas con
una ventana o de portada transparente. Ello permite llevar consigo sélo la parte
del libro que se estd usando y anadir hojas con nuevas contribuciones.

3. Encuadernar el libro y situar el titulo, el autor y la clasificacién decimal universal
en su lomo y tapas.

4. Sipuedes, adjuntar al archivador una copia del CD-ROM de documentos libres de
Alqua .

5. Donarlo a la biblioteca y comunicar a Alqua la edicién, escribiendo a librosabier-
tos@alqua.org .

Se trata de un proceso sencillo al alcance tanto de particulares como de bibliotecas y
otras instituciones, con un coste marginal que no se vera significativamente incrementado
por la conservacién y actualizacién puesto que se puede mantener la encuadernacién y
sustituir solamente las paginas impresas.

En conclusion

El proyecto libros abiertos, consecuencia de los principios establecidos en el manifiesto
de Alqua , persigue dotar a las bibliotecas de un fondo amplio y asequible de documentos
libres y a la vez facilitar la participaciéon de los usuarios en el proceso creativo del que
son fruto.

Tu ayuda es esencial para que el proyecto alcance estos objetivos.

(C) Alvaro Tejero Cantero, 2003. This work is licensed under the Creative Commons
Attribution-NoDerivs License. To view a copy of this license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-
nd/1.0/ or send a letter to Creative Commons, 559 Nathan Abbott Way, Stanford, Ca-
lifornia 94305, USA.
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Introduccién a la fisica cuantica
segunda parte
Joaquin Retamosa Granado, Alvaro Tejero Cantero y Pablo Ruiz Muzquiz

descripcion

Un segundo curso de fisica cuntica, dirigido a intro-
ducir los sistemas con pocos electrones, las transi-
ciones electromagnéticas y la fisica estadistica cuan-
tica. Contiene ejercicios resueltos.

requisitos
] Algebra y célculo de primero de carrera.

s Una introduccién a la fisica cudntica que cu-
bra el dtomo de hidrégeno.

http://alqua.org/libredoc/IFC2

Aprende en comunidad - http://alqua.org <

otros documentos libres

Variedades, tensores y fisica - ()ptica electromagnética - Ecuaciones
diferenciales ordinarias - Introduccién a la fisica cuantica, segunda
parte - Redes y sistemas - Sistemas Operativos - Geometria simplécti-
ca - Fisica del ldser - Analisis funcional - Geografia general de Espana
(en preparacién).

http://alqua.org/libredoc/

alqua,madeincommunity
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